EDP paraboliques pour la dynamique
des populations

Thomas Giletti



A propos

Ce document est un support du cours du Master 2 MFA "EDP pour la dy-
namique des populations” de I’Université de Lorraine. Il contient également des
compléments qui, faute de temps, ne seront pas abordés en cours. Ce document
ayant été d’abord prévu pour un usage personmel, certains détails sont parfois
omis, et il est donc susceptible d’évoluer. Toute remarque permettant d’améliorer
ce poly est la bienvenue.

Un nombre non négligeable de corrections a été apporté par Léonard Mon-
saingeon, qui a également repris et détaillé certaines preuves.
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Chapitre 1

Equations différentielles

La dynamique des populations débute historiquement par I’étude d’équations
ou de systemes d’équations différentielles. Ces modeles les plus simples consistent
a suivre I’évolution dans le temps de la population totale, en ignorant sa répartition
dans ’espace.

L’objectif de ce premier chapitre est double. Introduire les modeles de dy-
namique des populations pour en favoriser la compréhension et une approche
intuitive, qui pourra s’avérer utile ensuite. Mais aussi passer en revue certains
outils qui seront utilisés dans les prochains chapitres (une EDP d’évolution pou-
vant étre vue comme une équation différentielle dans un espace de dimension
infinie). En particulier, on introduira la notion de principe de comparaison, qui
jouera un role fondamental par la suite.

1.1 Equations différentielles scalaires

1.1.1 Equation de Malthus (~1798)

L’histoire de la dynamique des populations commence avec 1’équation de
Malthus :

u'(t) = ru(t),

ou t > 0 et u(t) est une fonction a valeurs réelles qui représente la taille de la
population. Comme tous les modeles qu’on abordera, c’est un modele continu
(ici en temps).

En mathématiques, on parle évidemment d’équation linéaire d’ordre 1, dont
on sait que les solutions sont de la forme u(0)e™. Le parameétre r est le taux
de croissance et, lorsque r > 0, la population croit indéfiniment et tend vers
Iinfini quand ¢t — +o0.

En dynamique des populations, cette équation a été introduite par Malthus,
qui faisait I’observation suivante : une population qui croit le fait indéfiniment
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et de maniere exponentielle. Sa conclusion était que, la croissance des res-
sources n’étant pas exponentielle, un choc démographique est inéluctable sans
un controle sur la population.

1.1.2 Equation logistique (~1838)

Dans un certain sens, Malthus savait que son modele n’était pas correct, mais
considérait qu’il I’était jusqu’a un point critique qui se traduirait concretement
par un choc démographique (épuisement des ressources). La population humaine
globale semble jusqu’ici croitre exponentiellement, donc sa conclusion quoique
pessimiste pourrait ne pas étre a écarter...

Sans entrer dans des discussions sociologiques, on peut néanmoins mettre en
doute la these de Malthus. Puisque le modele n’est pas correct, pourquoi pas
le modifier 7 D’autant qu’on observe bien en écologie que toutes les especes ne
connaissent certainement pas cette croissance exponentielle.

La seconde équation apparue en dynamique des populations est ’équation
logistique, ou équation de Verhulst :

u'(t) = ru(t) (1 - “I(?) .

C’est bien str encore une équation différentielle d’ordre 1, mais cette fois-ci non
linéaire (polynomiale). Il est toujours possible de décrire les solutions par la

formule explicite :
1

1+ (K/u(0) — 1)e~rt’

u(t) =K
En particulier, on observe que :

Theorem 1.1.1 Quelque soit w(0) > 0, la solution u(t) est bien définie pour
tout temps positif. De plus, elle est strictement positive et tend vers K lorsque
t — +o0.

Lorsque u(0) = 0, la solution est triviale u(t) = 0.

Remark 1.1.2 On ne considérera pas le cas u(0) < 0, puisque u représente une
densité de population et doit donc étre a valeurs positives. La premiére partie du
théoréeme énonce une propriété indispensable pour que l’équation soit cohérente
avec la réalité.

On peut néanmoins remarquer (on aura l’occasion d’y revenir plus tard) que
la solution n’est pas définie pour tout temps positif lorsque u(0) < 0.

Pour prouver ce théoreme, on peut vérifier directement que la formule ci-dessus
décrit toutes les solutions. En effet, il suffit de remarquer que la fonction v(t) =
1/u(t) satisfait

, r
v Z—’/‘U—FE,

d’ou v(t) = Ce™"" + 4. Cette formule montre aussi quune solution non nulle
4 un instant donné ne peut jamais s’annuler, autrement dit u(¢t) = 0 est bien
l'unique solution lorsque u(0) = 0.
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Bien siir, cet argument pourra sembler étrange pour les étudiants qui connaissent
le théoreme de Cauchy-Lipschitz. Une théorie plus générale sera abordée dans
la section suivante.

Discutons d’abord du choix de cette équation. Comme annoncé, elle corrige
le défaut de I’équation linéaire : la croissance de la population ralentit lorsque
la densité augmente, due a la compétition pour les ressources.

La constante K est appelée la capacité de l'environnement (toute popula-
tion de densité supérieure & K décroit). Le parametre r est le taux de crois-
sance intrinseéque, c’est-a-dire lorsqu’il n’y a pas de compétition. La fonction

Ly
w = r( K)
est quant a elle appelée taux de croissance per capita (ratio entre croissance
d’une population et sa densité), et est une fonction décroissante de wu. Cela
signifie que la compétition ne fait qu’augmenter lorsque la population augmente.
Dans un premier temps, cela peut paraitre réaliste mais on verra que ce n’est
pas toujours satisfaisant.

Remark 1.1.3 On a mentionné plus haut que, dans ce module, on n’abordera
que des modeles continus. Mentionnons ici seulement l’équivalent discret de
l’équation logistique, i.e.

U
Upt+1 = Up + Uy, (1 — ?)

C’est un exemple classique de la théorie du chaos. En effet, si lorsque r est petit
on retrouve un comportement similaire au cas continu (convergence vers 1), le
comportement devient chaotique dés que r dépasse une certaine valeur.

1.1.3 Equations monostables : généralisation de I’équation
logistique

En termes de modélisation, il est tout aussi intéressant de considérer I’équation

ot u — f(u) est une fonction localement lipschitzienne (hypothese essentielle-
ment technique) et satisfait

f>0dans (0,K) et f <0 hors de [0, K].

Parfois on ajoutera la condition

U > Lu) décroissante.
U
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Cette équation peut étre interprétée de maniere tout a fait similaire a I’équation
logistique. Néanmoins, le raisonnement plus haut ne fonctionne pas puisque
nous ne disposons pas en général d’une solution explicite. Ici nous abordons
rapidement une théorie générale, qui repose essentiellement sur le théoreme de
Cauchy-Lipschitz.

Theorem 1.1.4 (Cauchy-Lipschitz) Pour toute fonction f : R x RV — RN
continue, et localement lipschitzienne en sa seconde variable, et tout ug € RY,
il existe une unique solution maximale de

{ u'(t) = f(t,u(?)),
u(0) = uyg,

c’est-a-dire qu’elle satisfait ’équation sur un intervalle de temps (—=T1,T3), ot
0 < T1,T> < 00, et ne peut pas étre prolongée sur un intervalle plus grand.

Ici nous avons énoncé ce théoreme pour un systeme de N équations différentielles,
une situation que nous discuterons plus loin dans ce chapitre.

Un corollaire immédiat est que, sous I'hypotheése que f(0) = 0, pour une
solution donnée, s’il existe ¢y tel que u(tg) = 0, alors u(t) =0 :

Corollary 1.1.5 Soit f : R x R continue, et localement lipschitzienne en sa
seconde variable.
— Si f(t,0) = 0 pour tout t, alors toute solution telle que u(0) > 0 satisfait
u(t) > 0.
— Si deuz solutions u et v sont telles que u(0) > v(0), alors u(t) > v(¢)
pour tout t dans l’intersection des intervalles de définition de u et v.
— Si u satisfait v'(t) < f(t,u(t)), si v satisfait v'(t) > f(t,v(t)) ainsi que
u(0) < v(0), alors u(t) < v(t) pour tout t > 0 dans lintersection des
intervalles de définition de u et v.

Remark 1.1.6 Lorsque v’ < f(u), on peut parler de sous-solution, et lorsque
v' > f(v), on parle de sur-solution. Ce vocabulaire est souvent utilisé en EDPs,
et deviendra important au chapitre suivant.

Notons également que, contrairement au théoreme de Cauchy-Lipschitz, on
a énoncé ces résultats pour une équation seule. En effet, ils ne sont pas vrais
en général pour des systemes de deux équations ou plus.

Cette propriété donne un avant-goit de ce que seront les principes de compa-
raison pour les EDPs. En dynamique des populations, la condition naturelle
f£(0) = 0 (pas de croissance pour une population qui ne compte aucun individu)
garantira qu’une densité de population ne peut jamais devenir négative. La se-
conde propriété, dont on verra qu’elle pourra étre mise a mal plus tard (on peut
déja évoquer les systémes proie-prédateur), dit qu'une population initiale plus
grande implique une population plus grande aux instants ultérieurs.

Nous pouvons maintenant démontrer que le théoreme énoncé plus haut pour
I’équation logistique demeure vrai pour cette équation différentielle, dite mono-
stable.
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Proof. Supposons maintenant que f(0) = f(K) =0, que f > 0 entre 0 et K et
f < 0 ailleurs. Alors le théoréme de Cauchy-Lipschitz, quel que soit w(0) > 0
garantit I'existence d’une solution maximale. Grace aux principes de comparai-
son plus haut, il est clair que la fonction u est positive, bornée et monotone.
Par conséquent, par un raisonnement par ’absurde trivial, ¢’est une solution
globale. La limite quand ¢ — 400 devient également évidente. [

Remark 1.1.7 Rappelons que 1/(1 —t) est solution de v’ = u?. L’utilisation
du principe de comparaison est donc tmportante pour garantir que la solution
est bornée, ou méme pour garantir qu’elle est bien globale en temps.

En particulier, comme on l’a mentionné plus haut, si uw(0) < 0 alors la
solution peut exploser (en l'occurrence converger vers —oo) en temps fini.

Incluons, si nécessaire, une esquisse de la preuve du théoreme de Cauchy-
Lipschitz :

Proof. Soit I'application qui a u associe

q)u(t):u0+/() Flu(s))ds.

Cette application est contractante si on se restreint a un intervalle de temps
assez petit. Il existe alors un unique point fixe, c’est-a-dire une unique solution
sur cet intervalle. On peut ensuite montrer que cette solution, dans un certain
sens, ne dépend pas de l'intervalle : sur des intervalles petits, cela vient du fait
que ® est contractante, puis on peut chercher par ’absurde le premier temps
ou deux solutions ne coincident pas et utiliser de nouveau l'unicité locale 1a ou
les deux fonctions se détachent. Ensuite, il suffit de considérer le plus grand
intervalle sur lequel il existe une solution, qui de facto est maximale. [

Remark 1.1.8 La preuve n’est pas inintéressante. En particulier, et méme si
on adoptera une approche différente, l’idée qu’une solution peut étre prolongée
(et méme prolongée en tant que solution) tant qu’elle n’explose pas est trés
importante dans les équations et systemes de réaction-diffusion.

Remark 1.1.9 Le théoréeme de Cauchy-Lipschitz n’a pas qu’une portée mathématique.
1l dit que, connaissant la donnée initiale, il existe une et une seule évolution pos-

sible : on parle de systéme dynamique. En connaissant la donnée ug, on peut
théoriquement connaitre le futur de la population, et dans le cas d’une EDO, on

peut méme connaitre son passé. Cette derniére propriété (antériorité) ne sera

plus vraie pour des EDPs (cf l’équation de la chaleur).

Terminons sur d’autres conséquences importantes des principes de comparaison,
dont la continuité en la donnée initiale :

Theorem 1.1.10 Soit f une fonction K-lipschitzienne. Alors la solution est
globale en temps, i.e. est définie pour tout t € R.
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Theorem 1.1.11 Soit f une fonction K -lipschitzienne, u(0) et v(0) deuz données
initiales. Alors les solutions correspondantes de la méme équation différentielle

satisfont
u(t) —v(t)] < e"*u(0) — v(0)]

pour tout t > 0.

1.1.4 Effet Allee et équations bistables

L’équation monostable comme définie plus haut n’est qu'un exemple parmi
d’autres. Dans la réalité, il existe souvent ce qu’on appelle un effet Allee”,
c’est-a-dire qu’il peut exister une corrélation positive (au moins dans certains
intervalles) entre la taille de la population et son taux de reproduction. En
effet on a dit plus haut que les individus d’une espéce sont en compétition
pour les ressources, mais il existe aussi certains phénomenes de coopération. On
peut penser par exemple a la lutte contre les prédateurs, ou bien méme aux
conséquences d’une reproduction sexuée (besoin de trouver des partenaires).

Cet effet Allee peut étre faible ou fort. Un effet Allee faible signifie que
Péquation est toujours monostable (sans 'hypothese u — f(u)/u décroissante).
Un effet Allee fort signifie que le taux de reproduction est méme négatif pour
les petites valeurs de u. L’exemple le plus classique est 1’équation

u' = f(u)

avec f cubique :
f(u) =u(l —u)(u—90),
oud € (0,1). Plus généralement, on peut considérer f : [0, 1] — R lipschitzienne
telle que
f0)=f(0)=f(1)=0
f>0sur (6,1), f<O0sur(0,0),

ou la encore 6 € (0,1).

Comme auparavant, le théoreme de Cauchy-Lipschitz permet de montrer
que :

Theorem 1.1.12 Pour tout u(0) € [0,1], I’équation admet une solution globale
en temps telle que u(t) € [0,1] pour tout t € R. De plus, si u(0) < 8, la solution
tend vers 0 quand t — +oo et, si u(0) > 6, elle tend vers 1 quand t — +oco.

Remarquons qu’on a seulement défini la fonction f sur l'intervalle [0, 1], ce qui
est possible grace au principe de comparaison. On peut bien str étendre f en
dehors de cet intervalle, par exemple par une fonction négative sur l'intervalle
(1,+00) (on continue & mettre de coté les valeurs de u négatives qui n’ont pas
tellement de sens a ce stade compte tenu du probleme modélisé). Il est alors
tout aussi clair que, si u(0) > 1, la solution tend encore vers 1 quand ¢ — +o0.
En dynamique des populations, cela signifie qu’une trop faible population
va s’éteindre. La valeur 0 est aussi le seuil critique pour la survie de I’espece.
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1.1.5 Résumé et notion de stabilité

Faisons maintenant un résumé des modeles que nous avons introduits. Nous
avons essentiellement défini 4 classes d’équations :

— linéaire,

— logistique, dit aussi KPP, i.e. f est monostable et (typiquement) concave,

— monostable qui inclut le cas logistique/KPP,

— bistable.

En voici des exemples typiques :

— f(u) =ru
— f(u) =u(l —u)
— flu) =u(l —u)(u+0)
— fw) =ul —u)(u—10)
KPP (no Allee cffect) Monostable

% /\‘
»> >

Bistable (strong Allee effect)

N,

>

La terminologie monostable et bistable se comprend facilement au vu des théoremes
plus haut. En fait, on devrait plutot parler de stabilité asymptotique. On dit
qu'un état d’équilibre «, i.e. tel que f(a) = 0, est asymptotiquement stable
si pour toute donnée initiale suffisamment proche de «, la solution associée
converge vers o quand ¢t — +00.

Dans le cas monostable, il est clair que 1 est le seul état asymptotiquement
stable. Il est tout aussi clair que dans le cas bistable, 0 et 1 sont tous les deux
asymptotiquement stables.

Il existe plusieurs notions de stabilité. Une notion typique qu’on utilisera sou-
vent est la stabilité (ou instabilité) linéaire. Un état d’équilibre « est linéairement
stable si f/'(«) < 0 et linéairement instable si f/'(a) > 0. Alors :

Theorem 1.1.13 Soit une fonction f qui est C* au voisinage d’un zero « (i.e.
fla) =0).
— s1 f(a) < 0 et u(0) est assez proche de v, alors u(t) — « quand t — +o0.
— st f'(a) > 0 aucune solution (autre que «) ne converge vers « quand
t — 400 ; par contre, si u(0) est assez proche de «, alors u(t) = a quand
t — —oo
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Proof. Ce résultat est immédiat puisqu’il suffit, comme on l'aura compris a ce
stade, de connaitre le signe de f. Il serait aussi possible d’utiliser un principe
de comparaison : c’est ce que l'on fait pour obtenir I’équivalent de ce résultat
dans le cas d’'une EDP parabolique. ]

Les classes d’équations décrites plus haut apparaitront de nouveau lorsqu’on
étudiera de véritables EDPs, il faut donc se souvenir de leurs définitions et
surtout de ce qu’elles signifient.

1.2 Systemes d’équations différentielles

Jusqu’ici, on ne considérait qu'une seule espece. On sait que la réalité écologique
est toute autre : un écosystéme est souvent riche et complexe, faisant inter-
venir de nombreuses espéces qui interagissent les unes avec les autres. Cette
richesse biologique se traduit aussi par une zoologie mathématique plus riche,
dont I’étude nécessite des outils plus complexes.

En réalité, nous n’aurons sans doute pas le temps d’étudier les systemes
d’EDP associés aux systemes d’équations différentiels introduits plus bas. Néanmoins,
les aborder est une étape intéressante vers I’étude d’EDP, qui comme on 1’a men-
tionné plus haut peuvent étre vue comme un systeme d’équations différentielles
de dimension infinie. Dans cette optique, nous nous concentrerons sur les systemes
d’équations différentielles dits coopératifs.

Enfin, nous incluons certains résultats précis de linéarisation pour des systemes
de deux équations différentielles. Bien qu’ils peuvent étre généralisés a des
systemes a n équations, d'une part leur preuve est plus simple lorsque n = 2,
mais par ailleurs ces résultats nous seront utiles plus tard dans le module pour
létude de certaines équations différentielles d’ordre 2 (voir le chapitre sur les
fronts de propagation).

1.2.1 Coopération

On considere d’abord un systeme de plusieurs especes en coopération les
unes avec les autres :

V1<i<N, u,= fi(ur,...,un).
On écrira parfois plus simplement
v = f(u)

ot u et f(u) sont & valeurs vectorielles dans RY.
Les fonctions f; sont supposées localement lipschitziennes. De plus,

fi(ulv ey Uy = 07 'LI,N) > O’

et
fi croissante en toutes les variables u; ou j # i.
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On fait également I’hypotheése simplificatrice que :
Vu; >0, f; strictement croissante en toutes les variables u; ou j # 4.

En dynamique des populations, on supposerait plutét que f;(u; = 0) = 0,
mais l'analyse que nous présentons plus bas fonctionne sous ’hypothése plus
faible donnée ci-dessus. Quant aux hypotheses de monotonie, elles ont une in-
terprétation naturelle. L’augmentation de la densité de chacune des especes
induit une augmentation du taux de reproduction des autres, d’ou 1'idée d’une
coopération entre ces especes. On verra que ces hypotheses ont aussi de pro-
fondes implications mathématiques.

D’aprés le théoreme de Cauchy-Lipschitz (pour les systémes d’équations
différentielles), les solutions sont bien définies au moins localement en temps.
L’existence globale en temps est vraie si les f; sont aussi globalement lipschit-
ziennes, ou comme plus haut, sous des hypotheses naturelles grace au principe
de comparaison plus bas :

Theorem 1.2.1 Soient 0 < u;(0) < v;(0) pour tout i, alors les solutions cor-
respondantes satisfont 0 < u;(t) < v;(t) pour tout t > 0.
Plus généralement, la méme propriété est vraie si pour tout i,

’U,; S fi(ulv"'qu) ) U1/; 2 fi(vlw“va)'

Remark 1.2.2 Lorsqu’on écrit "pour tout t”, il faudra comprendre ici "pour
tout t dans lintervalle de définition”, les solutions n’étant pas mécessairement
globales.

Proof. Vérifions d’abord que les solutions restent positives. En effet on a que 0
satisfait

f(ul(t), veey ui_l(t), 0, Ui+1(t), ...,UN(t)) > 0

pour tout ¢. En appliquant un principe de comparaison a 1’équation différentielle
v = g(ta ’U)

ou g(t,v) = flur(t),...uj—1(t),v,ui+1(t),...,un(t)), on aboutit & une contra-
diction. Plus précisément, u,;(t) > v(t) ou v est la solution de cette équation
différentielle avec v(0) = 0. Il est facile de voir que v(t) > 0 pour tout temps,
d’ol la conclusion.

Remark 1.2.3 Comme auparavant, cette propriété est importante du point de
vue de la modélisation : il est rassurant de ne pas tomber sur une densité de
population négative. Remarquons que nous avons seulement utilisé [’hypothése

fi(ul, ceeny 0, ...,uN) > 0

pour tout . La structure coopérative du systeme n’est pas nécessaire pour que la
positivité des solutions soit préservée.
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Supposons ensuite que u et v sont solutions et u;(0) < v;(0) pour tout i, et pre-
nons le premier ¢ tel qu’il y a égalité pour un certain i. En évaluant I’équation,
on obtient
ui(to) = f(ui(to),...) = f(vi(to), ...) = vi(to).

Si tous les u;(tp) ne sont pas identiques aux v;(tg), et parce qu’on vient de
montrer que la positivité des solutions est préservée en temps, on obtient une
contradiction avec ’hypothése de stricte monotonie sur f. Si u;(tg) = v;(to)
pour tout 7, c’est le théoréeme de Cauchy-Lipschitz qui donne une contradiction.

Toujours lorsque u et v sont solutions, le cas des inégalités larges peut se
retrouver par passage a la limite. Il suffit en effet de considérer les solutions u; .
telles que u; ¢ (0) = u;(0) —e. D’apres le précédent principe de comparaison, il y
a monotonie de u; . par rapport a €, et de plus ces solutions sont bornées par au-
dessus par les v;. Puisqu’elles satisfont ces équations différentielles, leurs dérivées
sont également bornées. On peut en déduire par des théorémes classiques (Dini
ou Arzela-Ascoli) qu’elles convergent localement uniformément, ainsi que leurs
dérivées. En passant a la limite dans I’équation et par unicité de la solution
(encore le théoréme de Cauchy-Lipschitz), on obtient que u; . tend bien vers u;.
On en déduit 'inégalité voulue.

La seconde partie du théoréme est immédiate si v, > f;(vi,...,vn). Pour
obtenir le cas ou cette inégalité est large, il suffit de consider w; = v; 4+ €t qui
satisfait

w; > fi(wy, ..., wn)
sur un petit intervalle de temps [0, 7], ol 7 ne dépend pas de . En passant &
la limite ¢ — 0, on en déduit que u; < v; sur l'intervalle de temps [0, 7]. De
proche en proche, on peut en déduire que l'inégalité est valable pour tout temps
positif. D’une certaine maniére, ce type d’idée (perturber une fonction pour se
ramener a une inéquation différentielle stricte) sera aussi utile pour prouver les
principes de comparaison pour des EDPs. ]

Le principe de comparaison a également d’autres implications. Par exemple,
une solution bornée telle que u}(t = 0) > 0 pour tout ¢ converge nécessairement
vers un état d’équilibre, qu’on peut souvent déterminer explicitement. Et le fait
qu’une solution soit bornée peut également étre la conséquence du principe de
comparaison !

On termine par une derniere propriété. En fait, dans le cas de systemes de
dimension finie, et comme on le verra plus tard, on pourrait faire sans principe
de comparaison. Néanmoins il rend les choses un peu plus simples et, comme
souvent dans ce chapitre, 'argument ci-dessous est a retenir pour plus tard.

Theorem 1.2.4 Soit U* un vecteur de RY & composantes positives ou nulles,
qui est un état d’équilibre du systéme plus haut (par exemple le vecteur nul). On
suppose qu’il existe Uy dont toutes les composantes sont strictement supérieures
a celles de U, telle que la solution du systéme converge vers U*, et Uy dont
toutes les composantes sont strictement inférieures a celles de U™, telle que la
solution converge vers U*.
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Alors il existe un voisinage de U* dans lequel toutes les solutions convergent
vers U*.

La preuve est évidente d’apres le principe de comparaison plus haut, et on
pourra se contenter d’un dessin. En particulier :

Corollary 1.2.5 On suppose de plus que les f; sont C1. On introduit le systéme
linéarisé autour de U*, qu’on écrit

w = Jw

ot J est la matrice jacobienne de (fy,..., fn) en U*.

Si J admet une valeur propre strictement négative —X\, telle que le vecteur
propre associé xx n’a que des coordonnées strictement positives, alors la conclu-
ston du théoréme précédent est vraie.

Proof. I’idée est d’utiliser ce vecteur propre pour former une ”sursolution”, dont
Iexistence d’'un Uy satisfaisant 'hypothese plus haut découle immédiatement.
Plus bas, le signe > se comprend comme l'inégalité pour chacune des compo-
santes. Choisissons 0 < € < % et, puisque les f; sont O, on choisit aussi § tel
que

fUT+w) < fUT) + Jw +el|w]|

pour tout ||w|| < §. En renormalisant x de sorte que ||z5|| = 1, et grace au fait
que toutes les composantes sont positives, quitte a réduire £ on peut supposer
que

fi(U" + kay) < fi(U") + ekan

pour tout k| <det1<i<N.
On calcule ensuite

(U* + Szpe” 2M) — A(U* + dzpe2M)
U*y — %/\&me’%)‘t — AU* — (J + e)zpre 2N

Vv

Y

1 1
(—2/\533,\ —(=A+ 6)x>\) e 2 > 0.

. 1 . o
De méme, U* — dzye 27 est une ”sous-solution”. On en déduit que les hy-
potheses du théoreme précédent sont vérifiées. [

Remark 1.2.6 L’hypothése d’existence d’un tel vecteur propre peut sembler
sortie de nulle part. Pourtant, pour un systéeme de type coopératif, elle est assez
naturelle grace au théoreme de Perron-Frobenius sur les matrices a coefficients
positifs. Ce théoréeme admet également une généralisation en dimension infinie,
le théoréme de Krein-Rutman, ce qui nous permettra d’appliquer une méthode
similaire pour les EDPs.

Lorsque la valeur propre associée a ce vecteur propre est positive, on peut par
un argument similaire en déduire que toutes les solutions dont les composantes
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sont strictement positives ne s’approchent jamais de ’état d’équilibre, voire s’en
éloignent. Autrement dit, les solutions du probléme nonlinéaire se comportent
comme celles du probleme linéaire !

On pourrait aussi imaginer un argument pour des valeurs propres complexes,
selon le signe de la partie réelle. En vérité, ce cas ne se produit pas pour des
systémes coopératifs, car la plus grande valeur propre (qui est en fait celle qui
intervient dans ces théorémes) est forcément réelle (1a encore, cf théoréme de
Perron-Frobenius).

1.2.2 Compétition

On se contentera d’une bréve remarque sur les systémes de compétition.
L’idée est qu’on peut se ramener a un systeme de type coopération. Considérons
par exemple

uy = f(ur,up)
uy = g(ur,ug)

ol f est décroissante en us et g est décroissante en u;. On parle bien str de
compétition car la présence d’une espece a un effet négatif sur la croissance de
l’autre.

Il suffit de remarquer que, si on remplace us par —us, on retombe essen-
tiellement sur le cas précédent. En particulier, on a une sorte de principe de
comparaison.

Theorem 1.2.7 Si u;1(0) < v1(0) et uz(0) > v2(0) ot (u1,uz) et (vi,v2) sont
deux solutions, alors ces inégalités restent vérifiées pour tout temps.

1.2.3 Proies prédateurs

Le plus célebre systeme est celui de Lotka-Volterra (~1925) :

v = u(a — fv)

v = —v(y — du)
qui s’'interprete facilement : v nuit & v mais u profite & v. Ainsi u est la proie et
v le prédateur.

Ce systeme est célebre car pour n’importe quelle donnée initiale non tri-
viale (c’est-a-dire qui n’est pas I'un des deux états d’équilibre), la solution est
périodique. Cela peut se vérifier en remarquant que, pour une solution donnée,
alors

H(u,v) =pv+0u—alnv—~vylnu

est constante en temps. De plus, cette fonction est convexe, ce dont on peut
déduire que les lignes de niveau sont des courbes fermées dans le quart de plan
u > 0 et v > 0. Des considérations élémentaires dans le plan de phase per-
mettent également de donner les formes de ces courbes, dont on pourra faire un
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dessin.

Il est clair, au vu de la forme des solutions, qu’un principe de comparaison
n’est pas valable dans ce cas. Plus généralement, il n’existe pas de principe de
comparaison pour un systeme de la forme

v = f(u,v)

v' = g(u,v)
lorsque f est décroissante en v et g est croissante en u.

Des considérations géométriques permettent néanmoins de remarquer qu'une
solution bornée est convergente, et que sa limite est soit un cycle, soit une so-
lution stationnaire : c’est le théoreme de Poincaré-Bendixson. De maniere un
peu surprenante, cette propriété est vraie pour n’importe quel systeme de deux
équations, tant que les fonctions f et g sont C'. La encore, l'explication est
géométrique (et topologique), et le théoréme n’est plus valable en dimension
supérieure.

Ici, on insistera simplement sur la notion de fonction de Lyapunov : 'utili-
sation d’une fonctionnelle pour garantir la convergence vers un état d’équilibre
est en effet classique dans I'étude des EDOs, avant de 1'étre dans I'étude des
EDPs. Parce que ces fonctionnelles ont parfois une interprétation physique, on
peut aussi parler de méthode d’énergie.

Cette notion nécessite de s’adapter a la forme exacte du systeme, et on
introduit donc un exemple :

v =u(l—u—bv)
v' = v(ubu — a)
dont on peut aussi dessiner le plan de phase, et qui encore une fois a une in-
terprétation écologique naturelle. Lorsque v = 0 (pas de prédateur), la proie u
satisfait I’équation logistique. Lorsque u = 0 (pas de proie), alors v tend vers 0 en
I’absence de nourriture. Ce systeéme est trés similaire a celui de Lotka-Volterra,
et la fonction de Lyapunov plus bas n’est rien d’autre que la fonctionnelle H uti-
lisée plus haut. Ici, 'ajout du terme logistique entraine la décroissance (presque)
stricte de la fonction de Lyapunov le long d’une solution, alors que dans le cas

de Lotka-Volterra elle était constante en temps.
Pour simplifier, on notera u*, v* I’état stationnaire non trivial. Alors :

Proposition 1.2.8 La fonctionnelle

®(u,v) ;M/:fgu*du/; ”’Tv*dn

*

est positive, strictement convere et décroissante en temps pour une solution
(u(t),v(t)) dont les deux composantes sont positives.
Plus précisement

(W, v') - V®(u,v) = —p(u —u*)* <0.
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Proof. La positivité est évidente, et la convexité est facile également en calculant
la dérivée seconde de

utsa —u* v+s8 —
h(s):,u/ 55 d§+/ 7777 dn

quel que soit « et 3.
La dérivée en temps de

t— D(u(t),v(t))

est bien donnée par le terme de gauche plus haut, qui vaut

u—u* v —v*

u(l—u—>bv) X + v(ubu — a)

u

Oru* = % et v, = %, et apres un développement un peu long on trouve
bien le bon résultat. ]

Il s’ensuit immédiatement que ®(u(t),v(t)) décroit et converge quand ¢ —
+o00. En particulier, sa dérivée en temps tend vers 0 et donc u — u* — 0 quand
t — +o0. Cette étape n’est en fait pas triviale, il y a une estimation sur la
régularité de @, et donc de u et v, cachée la-dessous : la dérivée en temps
de ®(u(t),v(t)) est globalement lipschitzienne grace & 1’égalité prouvée dans la
proposition (remarquons qu’a ce stade, on peut déja affirmer que la solution est
bornée). Par conséquent, si une sous-suite t,, est telle que 9;®(u(ty, ), v(t,)) <0,
alors ®(u(t),v(t)) n’admet pas de bornée inférieure, une contradiction.

Une fois que u — u*, il est clair que v — v*. Cette fonctionnelle, dite de
Lyapunov, implique donc la convergence vers I’état stationnaire non trivial, a
condition évidemment de partir d’une donnée initiale dans le bon domaine c’est-
a-dire & composantes positives (autrement la fonctionnelle n’est pas définie donc
ne doit pas étre utilisée).

Remark 1.2.9 On arréte ici les exemples de systémes d’équation différentielles
inspirés de la dynamique des populations. Il existe bien sur beaucoup d’autres
exemples. On peut en particulier penser au systéme SIR en épidémiologie, qui
a en fait une structure semblable aux systémes proie-prédateur que l’on vient
d’évoquer.

1.3 Points d’équilibre : linéaire et non linéaire

On pourra sans doute admettre les résultats ci-dessous, qui n’interviendront
que plus tard dans I’étude des fronts de propagation. Une propriété fondamen-
tale des systemes dynamiques qu’on a déja mentionnée plus haut est que, au
voisinage d’un état d’équilibre, les solutions d’un probleme nonlinéaire se com-
portent de la méme maniére que celles d’un systéme linéaire (en tout cas si la
nonlinéarité est suffisamment réguliere).
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On a déja vu cette propriété sur des cas particuliers : les équations différentielles
scalaires, et pour les systémes de type coopération. C’est aussi le cas pour les
systemes de type proie prédateur : dans le cas de Lotka-Volterra il suffit de
remarquer que les valeurs propres du probléeme linéarisé autour de 1’état sta-
tionnaire non trivial (u*,v*) sont complexes : c’est ce qui explique le fait que
les solutions ”tournent autour” de cet état d’équilibre.

1.3.1 Un mot sur le cas général

Ce lien entre linéaire et nonlinéaire est beaucoup plus général que les cas
évoqués plus haut. Considérons un systéeme non linéaire & N équations, qu’on
écrit simplement

ul = f(u)7
ou la fonction f a valeurs vectorielles est supposée assez réguliere, typiquement
CLT (r > 0), parfois simplement C*. Sans perte de généralité, on consideére I'état
d’équilibre 0. Le systeme se réécrit

' = Ju+ g(u)
ou J est la matrice jacobienne de f en 0 et
g(u) = O(J[ul"*7).

On note également Ai,... Ay les valeurs propres complexes de J (certaines
peuvent étre identiques, mais pour simplifier on pourra les supposer distinctes),
qu’on classe selon leurs parties réelles

R(A) < ... < ROm) <0< RAms1) < ... <ROW).

Notons qu’on fait I’hypotheése qu’aucune valeur propre n’a une partie réelle
nulle. On peut comprendre intuitivement que la perturbation nonlinéaire, bien
que petite, pourrait alors faire pencher la balance dans un sens ou dans ’autre
et donc aboutir & des comportements différents.

Quoiqu’il en soit, les solutions du systeme linéaires peuvent s’écrire, formel-
lement,

At

Ant
are™ 4+ ... +aneN,

modulo l'utilisation appropriée de fonctions cosinus et sinus pour les valeurs
propres complexes. Il existe alors un sous-espace F,, de dimension m qui est
stable par ’équation différentielle linéaire

u = Ju

et dans lequel les solutions convergent vers 0 (am+1 = ... = any = 0). Toutes les
autres solutions s’éloignent de 0.

Remark 1.3.1 A linstant on vient d’utiliser le mot stable dans un sens différent
qu’auparavant. Il signifie ici que les solutions qui démarrent dans cet espace y
restent en tout temps.
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La méme chose est vraie pour le probléme nonlinéaire, sauf que le sous-espace
est remplacé par une variété de dimension m, tangente a F,,. On peut méme
aller plus loin : grossierement il existe des sous-espaces FEy C FE,,, k < m sur
lesquels la convergence vers 0 est au moins en e~ *** dans le probleme linéarisé,
et les autres solutions dans E,, convergent vers 0 au plus en e~ *-1*, Dans
le systéme nonlinéaire, il existe des variétés de dimension k qui satisfont des
propriétés similaires.

Remark 1.3.2 Attention : les choses sont un peu plus compliquées lorsque
certaines valeurs propres sont identiques ou ont méme partie réelle. Ici on se
contente d’une description grossiére, mais pas tout da fait exacte. La morale est
simplement que, sous des hypothéses de régularité appropriée, les solutions du
probléme nonlinéaire se comportent comme celles du probléme linéaire.

1.3.2 Cas de la dimension 2

On se contentera de détailler le cas de la dimension 2. On écrit le systeme
sous la forme

v = au+bv + g1(u,v)
v' = cu+ dv+ ga(u,v)

ot a, b, c et d sont des réels, g;(u,v) = O(||(u,v)||**7), ainsi que ga. C’est le
cas si le systeme d’origine est de classe C1". L’essentiel des résultats plus bas
peuvent étre étendus lorsque la nonlinéarité est seulement C!, mais les preuves
sont plus difficiles.

d
identiques). Lorsqu’elles sont complexes, alors elles sont conjuguées. Si les deux
valeurs propres sont réelles, alors quitte a changer de base on peut se ramener
a I'une des situations suivantes, qu’on pourra illustrer en cours :

. b ,
La matrice ( Ccl ) admet deux valeurs propres complexes (éventuellement

A0
I—<O /\)noeudpropre,

H—(())\ 2)ofl)\>u>00uu<)\<0;noeudimpropre;
A0 .
— IIT - ( v A ) noeud impropre ;

— IV - ( 8 2 ) ol A et p sont de signes différents; point selle.

Les cas I et III correspondent au cas ou le systeme admet une valeur propre
double. Dans le cas I, il existe deux vecteurs propres linéairement indépendants
mais pas dans le cas III. Les cas II et IV correspondent au cas ou il y a deux
valeurs propres, donc forcement deux vecteurs propres.

Enfin, il peut y avoir deux valeurs propres complexes, qui sont conjuguées
I'une de l'autre. La encore, on peut par un changement de base se ramener au
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cas suivant :

ou « # 0; point spirale. Notons ici que la solution est

v (a8
B a
du type Ae® (sin(ft — B), cos(Bt — B)).

Le seul cas qu’on laisse de c6té dans cette liste, comme les étudiants auront
pu le remarquer, est le cas ou une valeur propre a une partie réelle nulle. Comme
dit plus haut, 'hypothese qu’aucune valeur propre n’a une partie réelle nulle
garantit que la partie linéaire "domine” la partie nonlinéaire. Il n’existe pas de
résultats généraux lorsqu’une valeur propre a une partie réelle nulle car il est
alors nécessaire de regarder a l'ordre supérieur.

L’idée en dimension 2 est de facilement passer en coordonnées polaires en
posant :
u = rcosf

v =rsinf.

En multipliant la premiere équation différentielle par rcos#, la seconde par
rsinf et en ajoutant, on obtient

rr’ = r?[a cos® 4(b+c) cos 0 sin §+d sin? 0]+ cos Og; (r cos 0, 7 sin 6)+r sin Ogo (1 cos 0, r sin 0)
et avec des opérations similaires,
720" = r?[ccos® 0+ (d—a) cos O sin —bsin? O]+ cos Bga (1 cos B, 7 sin ) —r sin Og; (r cos 6, r sin 6).

Les cas qui nous serviront le plus souvent sont les cas II et IV. On ne
détaillera donc pas les autres ici. Considérons le cas II et une solution non
triviale, de sorte que r(t) > 0 pour tout temps. Alors

7 = r[Xcos? 0 + psin? 0] 4 cos Ogy ( cos B, 7 sin ) 4 sin Ogo (1 cos B, r sin 0)

Quitte a inverser la variable temps, on peut supposer les valeurs propres négatives,
par exemple p < A < 0. Alors, par un simple principe de comparaison comme
on l’a énoncé pour les équations différentielles scalaires, on a que r — 0 avec
une vitesse exponentielle

r=0(e ™) quand t — +o0.
Alors, d’apres ’équation en 6,

0" = [(1n— ) cosBOsinf] + cos6

< 0
ga(rcosf,rsinf) — o g1(rcos@,rsinf).
r

Le fait que r — 0 et les bornes sur g; et g, garantissent que les second et
troisiéme termes a droite tendent vers 0 quand t — +o0o. D’ou

0" = (u— ) cosfsinf + o(1).



22 CHAPITRE 1. EQUATIONS DIFFERENTIELLES

En temps assez grand ou plus généralement pour r assez petit, ' a un signe dans
certaines régions (qu’on peut facilement dessiner), olt on peut méme supposer
|0'] > & > 0. Cela implique que 6 tend vers une constante, qui est de la forme
k% . Remarquons que le dessin est rigoureux car, puisque r — 0, la solution reste
dans un voisinage de 1’équilibre dans lequel le dessin se trouve.

Toujours a l’aide du dessin, on peut comprendre que les trajectoires qui
démarrent dans les régions qu’on a dessinées, apres un certain temps, se trouvent
dans des cones autour des angles 0 et 7w, d'un angle aussi petit qu’on le souhaite
au fur et & mesure que la solution s’approche de 1’équilibre. Autrement dit,
0(t) — 0 ou w. On retrouve alors, d’apres ’équation en r, que pour tout € > 0

et t assez grand,
e()\—e)t < T‘(t) < e()\—&-e)t.

La encore, il ne s’agit que d’appliquer un principe de comparaison a ’équation
différentielle.

Tragons maintenant un segment entre deux points de deux différentes zones
"adjacentes” (la encore, on peut s’aider du dessin). On parcourt ce segment de
gauche a droite jusqu’a trouver la premiere solution qui ne passe jamais dans la
zone de gauche. Par continuité de la solution d’une équation différentielle en la
donnée initiale (cf la remarque plus bas), cette solution ne passe jamais dans la
zone de droite non plus, sinon on contredit le choix de ce point. Donc elle reste
dans le cone situé au milieu. En fait, les régions qu’on a dessinées deviennent
de plus en plus grande au fur et & mesure qu’on s’approche de I’état d’équilibre.
Autrement dit, pour que la solution ne passe pas dans 'une de ces zones, il faut
que 6(t) — 7. Dans ce cas,

eln—e)t <r(t) < elute)t

Enfin, nous allons montrer qu’une telle trajectoire est en fait unique. Tout
d’abord, grace aux estimations sur g; et g, on peut améliorer ’estimation ci-
dessus. En effet, on remarque que la convergence de 6(t) doit aussi étre expo-
nentielle en temps, puis en encadrant r(t) par des sur et sous-solutions de la
forme

Aett + Bet—et

grace auxquelles on peut montrer que
r(t) ~ Aet

avec A > 0. Alors v(t) satisfait le méme équivalent.

Supposons maintenant qu’il existe deux solutions distinctes (u1,v1) et (uz, v2)
satisfaisant les propriétés qu’on vient d’énoncer. A une translation en temps
pres, on peut supposer que A; = Ag, de sorte que vy — vy = o(e!!) quand
t — +o0o. De plus u; << v1 et us << ws. Ainsi, d’apres la seconde équation
différentielle,

(v1 —v2) = p(vy — v2) + o(vy — va).
A T'aide d’une sous-solution on aboutit & une contradiction : v; — vo ne peut pas
converger a une vitesse plus rapide que e#?, & moins d’étre la solution nulle.
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Remark 1.3.3 Dans la preuve ci-dessus on a utilisé le fait qu’une solution de
l’équation différentielle est continue en la donnée initiale. Plus précisément,

(ur (), 01(£)) = (ua(t), v2 ()] < e[| (u1(0), v1(0)) — (u2(0), v2(0))]

pour tout t > 0. La preuve est trés similaire au cas d’une seule équation, méme
si notre systeme n’admet pas de principe de comparaison. En effet, il suffit de
remarquer que |u; —v1|, de méme que |us —vs|, sont sous-solutions d’un systéme
coopératif, pour lequel il y a bien un principe de comparaison.

Finalement on aboutit a un dessin tres similaire a celui qu’on avait dans le
cas linéaire. On ne traite pas les autres cas qui encore une fois sont similaires.
Remarquons de plus que certains cas peuvent se ramener au précédent : inver-
sion du temps dans 'autre cas II, changement d’inconnues pour le point selle.
Résumons de maniere grossiere ces résultats sous la forme d’un ”faux” théoreme.

Theorem 1.3.4 Dans chacun des cas I a V, U’équilibre est pour le systéme
nonlinéaire du méme type que pour le systéme linéaire (i.e. noeud propre, etc...,
dans un sens qu’on aura illustré par un dessin).

Dans le cas IT et lorsque I’équilibre est stable, ¢’est-a-dire dans la situation qu’on
a détaillée plus haut, soyons quand méme un peu plus précis.

Theorem 1.3.5 Sous les conditions plus haut et lorsque p < X\ < 0. Il existe
une unique solution (a translation en temps prés) qui tend vers ’état d’équilibre
a la vitesse exponentielle ett, et dont la trajectoire dans le plan de phase est
tangente au vecteur propre associé a [i.

Toutes les autres solutions tendent vers l’état d’équilibre a la vitesse expo-
nentielle e quand t — 400, et leurs trajectoires sont tangentes au vecteur
propre associé a A.

Plus de détails peuvent se trouver dans la plupart des livres sur 'ana-
lyse des équations différentielles, par exemple celui de Coddington et Levin-
son. Ici, on a proposé une preuve "maison” qui tire parti de la régularité C1:"
du probléme nonlinéaire original (qui permet la construction de certaines sur
et sous-solutions), alors que Coddington et Levinson supposent seulement la
régularité C*.
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CHAPITRE 1. EQUATIONS DIFFERENTIELLES



Chapitre 2

Equations de
réaction-diffusion

Le chapitre précédent consistait en une breve introduction des différents
types de situations qu’on pouvait souhaiter modéliser en dynamique des popu-
latios (écologie, épidémiologie).

Mais dans ce module, il s’agira bien d’étudier des EDPs, qui découlent natu-
rellement des équations considérées plus haut en intégrant la variable spatiale. A
partir de maintenant, il s’agira de décrire une fonction u(¢, z), qui sera toujours
une densité de population mais dépendra cette fois non seulement de ¢ (dans R
ou RT) mais aussi de z (dans R ou un dans sous-domaine borné, N > 1).

2.1 L’équation de réaction-diffusion
Une équation de réaction-diffusion est une équation parabolique de la forme
0w = DAu+ f(t,x,u).

Ici u est une densité de population qui ne dépend plus seulement de la position
dans le temps ¢ mais aussi de la position dans I’espace x. En effet, dans la réalité,
une population est rarement répartie uniformément dans ’espace. Le parametre
de diffusion D est strictement positif; par la suite on choisira D = 1, pour sim-
plifier et parce qu’on peut facilement s’y ramener par un changement de variable.

Le terme de ”réaction-diffusion” est assez explicite, puisque 1’évolution dans
le temps de u est régie par deux processus. Ces processus peuvent bien str étre
interprétés :

— le terme de réaction f(t,z,u) sera typiquement choisi parmi ceux qu’on

a présentés la derniere fois; il s’agit du taux de reproduction de 1’espece
a un point donné dans le temps et ’espace ;

25
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— le terme de diffusion peut étre compris comme un déplacement des in-
dividus; de maniére trés grossiere, la population a tendance a s’étaler
uniformément, et a se déplacer vers les zones ou il y a moins d’individus.

Le choix du laplacien, historiquement, est essentiellement phénomenologique :
il a avant tout été choisi parce qu’il retranscrit un phénomene naturel. En fait,
cela peut étre expliqué plus rigoureusement, comme on le verra plus bas, par
une approche probabiliste.

Remark 2.1.1 Un autre intérét du laplacien est qu’il rend l’équation ci-dessus
relativement ”sympathique”, contrairement a certains autres opérateurs qui pour-
tant pourraient étre pertinents. Elle est en particulier bien posée sous des hy-
pothéses relativement larges (notons que l’équation est non linéaire, ou en tout
cas semi-linéaire, et n'a donc sans doute pas €té étudiée jusqu’ici par les
étudiants) et offre un cadre idéal pour une étude qualitative des solutions, ce
qui est le principal objectif de ce module. Par ailleurs, c’est une équation re-
lativement classique qui nous permettra de passer en revue, autant qu’on le
pourra, un certain nombre d’outils mathématiques puissants et en particulier
divers principes du mazrimum et de comparaison.

Introduisons maintenant un certain nombre d’hypotheses. Pour bien poser le
probléme, il est nécessaire d’ajouter des conditions au bord du domaine lorsqu’il
existe. Ici,

te(0,+00) , ze

On supposera soit
Q=RY (domaine non borné),

soit
Q C RY ouvert borné connexe, de frontiere réguliere (domaine borné).

Dans le cas d’'un domaine borné, on pourra considérer I'une des conditions au
bord de € suivantes :

Opu=0 pour (t,z) € (0,400 x Q) (Neumann);
u=0 pour (t,z) € (0,400 x Q) (Dirichlet);

Opu+qu=0 pour ({,z) € (0,400 x Q) (Robin).

Ici n désigne le vecteur normal unitaire a 9€2, pointé vers I’extérieur du domaine
(bien défini puisque la frontiere de €2 est réguliere). Dans le cas d’une condition
de type Robin, ¢ est un réel strictement positif.
Chacune de ces conditions peut étre interprétée :
— dans le cas Neumann, aucun individu ne traverse la frontiere du domaine,
dans un sens ou dans 'autre;
— dans le cas Dirichlet, I'extérieur de Q) est extrémement défavorable donc
la densité de population est nulle au bord ;
— dans le cas Robin, il existe un flot d’individus entrant (¢ > 0) ou sortant
(g <0).
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Comme on peut le comprendre intuitivement, le choix de la condition au bord
a une influence sur le comportement de la solution u. Néanmoins, les outils
mathématiques sont tres similaires.

La seconde condition au bord est la condition initiale
u(t=0,-) =ug € C(2) N LZ(NQ).

On supposera de plus que ug satisfait la condition appropriée sur 952 : on parle
de condition de compatibilité.

Remark 2.1.2 Dans les modéles qu’on considére et puisque u est une densité
de population, on supposera le plus souvent que ug > 0. Néanmoins, nous pour-
rons étre amenés parfois a considérer des données initiales prenant des valeurs
négatives (par exemple en considérant la différence entre deuzr solutions) donc
nous mettons de coté cette hypothése pour linstant.

Enfin, la nonlinéarité f satisfera les hypotheses suivantes :
fe [0, 400) x @ x R),
ainsi que (dans ce chapitre)

fC,u=0)€ L>®([0,00) x Q), Iuf € L®([0,+0c0), xQ x R).

Remark 2.1.3 La encore, dans un souci de généralité nous ne supposons pas
que f(u=10) =0, méme si ce sera une hypothése habituelle par la suite.

Notons que les exemples de nonlinéarités qu’on a vu dans le premier chapitre,
par exemple u(l — u), ne satisfont pas la derniére borne sur O, f. Néanmoins,
comme pour les équations différentielles et a l’aide de principes de comparaison,
on peut montrer que toute solution positive est bornée uniformément en temps,
ce qui permet de se ramener a la situation plus haut.

Terminons sur une définition de la notion de solution qu’on adoptera ici.

Definition 2.1.4 Une fonction u est dite une solution (classique) de I’équation
de réaction-diffusion si -
u € C°([0, +00) x Q),
dru € C°((0,+00) x Q),
Vi,  Op,u € C°((0,+00) x Q),
Vi,j,  Opim,u € CO((0,400) x Q),

et si elle satisfait I’équation de réaction-diffusion, ainsi que la condition initiale
et l'une des conditions de Dirichlet/Neumann/Robin.

Lorsque Q = RN, on impose de plus que, pour tout T > 0, il existe A > 0 et

B > 0 tels que
lu(t, z)| < AePl*l

pour tout t € (0,T) et x € Q.
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Remark 2.1.5 La borne sur uw a linfini (bien qu’elle ne soit pas optimale)
est importante pour garantir que le probléme soit bien posé. Il a en effet été
montré (par Tikhonov) que, par exemple, I’équation de la chaleur dans RY avec
donnée initiale nulle admet des solutions non triviales qui ne satisfont pas cette
condition.

Ce chapitre débutera par une rapide justification, par un argument probabiliste
formel, du choix du laplacien pour modéliser les mouvements de population.
Ensuite, notre but sera de montrer que ce probleme est bien posé, c’est-a-dire
qu’il existe bien une solution, et que cette solution est unique. La preuve reposera
largement sur des principes de comparaison, dans un esprit similaire a ce qu’on
a vu pour les équations différentielles.

Ces principes de comparaison serviront également par la suite, lorsqu’on
voudra décrire plus précisément le comportement en temps grand des solutions.

2.2 Une justification probabiliste

L’argument tel qu’il est présenté ici peut étre trouvé dans le livre de Roques.
On peut aussi le trouver dans les livres de Murray et Shigesada-Kawasaki. Tous
ces livres portent sur les mathématiques appliquées a la biologie. On pourra
choisir une approche plus simple faisant intervenir directement la discrétisation
de I’équation de la chaleur.

On suppose ici que la population est constituée d’un nombre fini N d’indi-
vidus. On considére un espace discret, a la fois en temps avec un pas de temps
7 > 0, et en espace :

{Mc|keZ}CR

ou A > 0.

Pour un individu donné, on note p(t, z) la probabilité que I'individu se trouve
au point x & U'instant ¢. Soient ensuite Xy (¢, ) qui vaut 1 si le k-ieme individu
est situé au point z a 'instant ¢, 0 sinon, et

M=

Ut,z) = % X (t,x)

k=1

la distribution (normalisée) de la population. En supposant les déplacements des
individus indépendants les uns des autres, U(t, ) converge quand N — 400 vers
EXy(t,z)] = p(t, ).

A chaque instant, l'individu peut :

— se déplacer sur le point voisin a gauche avec la probabilité ¢ ;

— se déplacer sur le point voisin a droite avec la méme probabilité ¢ ;
— ne pas bouger avec la probabilité 1 — 2q.
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On insiste sur le fait que la probabilité ¢ ne dépend ni de la position dans le
temps et Pespace, ni des positions précédentes de I'individu (marche aléatoire).
Alors

p(t+ 7, 0k) = (1 —2q)p(t, \k) + q[p(t, \(k — 1)) + p(t, A\(k + 1)).

On peut déja voir un laplacien discrétisé apparaitre. Pour passer au probleme
continu, on interpole (formellement) par une fonction suffisamment réguliere,
qu’on note toujours p, qui satisfait la méme égalité pour tout ¢ et x.

Alors

)\2
Oip(t,2) + O(r) = ¢=0%p + O(N* /7).

En faisant tendre A et 7 vers 0 de sorte que lim q’\; = D € (0,00), on obtient
en passant a la limite I’équation de la chaleur en dimension 1

Remark 2.2.1 Cet argument est formel pour plusieurs raisons. L’interpolation
peut étre bien choisie mais on ne détaille pas les calculs. Le passage a la limite
n’est cohérent que sous certains choix inhérents aussi bien au modéle qu’a l’ana-
lyse mathématiques. Enfin, on a montré dans un certain sens la convergence de
Uéquation mais pas celle des solutions (qui est vraie aussi).

Remark 2.2.2 L’argument se généralise facilement a la dimension quelconque.
Si l'on ajoute de plus un mécanisme de duplication des individus pour tenir
compte de la reproduction, on retrouve aussi un terme de réaction, donc l’équation
de réaction-diffusion.

Notons enfin que des marches aléatoires plus générales peuvent étre considérées.
Dans ce cas, on retrouve des opérateurs plus générauxr dans I’EDP limite, en
particulier des opérateurs mon locauz faisant intervenir des intégrales de u. On
pourra éventuellement discuter plus tard de tels modéles.

2.3 Principe du maximum parabolique

Le principe du maximum parabolique, ou principe de comparaison, est une
extension des résultats qu’on a vu pour les équations différentielles. C’est une
propriété absolument essentielle de certaines équations paraboliques d’ordre 2,
en particulier des équations de réaction-diffusion. Elle repose essentiellement
sur le choix du laplacien (mais peut-étre étendu & des opérateurs uniformément
elliptiques) et le fait qu’il n’y ait qu’une équation : comme pour les équations
différentielles, qui sont finalement un cas particulier I’EDP, un systéme de plu-
sieurs équations ne satisfait en général pas de principe de comparaison.
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2.3.1 Justification intuitive

Introduisons d’abord de maniére intuitive ce concept. L’argument ci-dessous
vaut en dimension quelconque, mais pour simplifier son écriture restreignons
nous au cas de la dimension 1, et supponsons que 2 = [a, b] un intervalle borné.

Alors le laplacien, qui n’est rien d’autre que la dérivée seconde, peut étre
approché par :

u(t,z — ) +ult,z + ) — 2u(t, x)
52

Une fagon classique d’approcher les solutions est de discrétiser en espace le
probléme, et de considérer le systeme d’équations différentielles

O2u(t,z) ~

Ui—1 + Ujr1 — 2uy .
Oyu; = ! 5;1 + flt,a+ 6, uy),

ou u;(t,-) doit approcher u(a + id), pour i = 1 a E(Z’TT“) — 1 (attention : le
systéme n’est pas complet car il faut prendre en compte les conditions au bord).

Or ce systeme satisfait un principe de comparaison car il est du type coopératif!
En admettant que par une interpolation bien choisie puis un passage a la limite,
on retrouve la solution de 1’équation de réaction-diffusion, on obtient un prin-
cipe de comparaison pour ’équation de réaction-diffusion.

Ici on donnera une preuve différente du principe de comparaison parabo-
lique, car rendre rigoureux ’argument ci-dessus n’est absolument pas évident
(cf convergence de certains schémas numériques). On peut quand méme rete-
nir cette idée intuitive : les populations situées a des positons différentes en
quelque sorte s’entraident en se déplagant d’un point a 'autre. Bien str, il peut
y avoir une compétition entre individus mais elle n’est que locale : il n’y a pas
compétition entre des individus situés en des points différents. Ce genre d’ana-
lyse permet aussi de comprendre I'importance du choix du modele.

2.3.2 Principe de comparaison parabolique

Donnons maintenant plus précisément ce (en fait, ces) résultats. Quelques
définitions tout d’abord.

Definition 2.3.1 Une fonction u(t,z) est appelée une sous-solution de ’équation

de réaction-diffusion si -
u € C°([0, +00) x Q),

€ CU((0,+00) x Q),
Vi,  Opu € C((0,+00) x Q),
Viaja 81L1Ju S CO((O, +OO) X Q),

et si elle satisfait les inégalités

Ou < Au—+ f(t,z,u), t>0, x €,
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et, selon la condition au bord considérée lorsque OS2 est non-vide,

Opu <0 sur O (cas Neumann)
u<0 surdQ (cas Dirichlet)

Opu+qu <0 surdQ (cas Robin, ¢ > 0).

Une fonction v est appelée une sur-solution de I’équation de réaction-diffusion
lorsqu’elle vérifie la méme régularité que ci-dessus mais les inégalités contraires.
Lorsque €2 n’est pas borné, on ajoute la condition que, pour tout T > 0,

u(t, )|, Ju(t, z)| < AePI*l A B >0,
pour tout t € [0,T] et x € Q.

Le théoreme qu’on souhaite montrer est le suivant. On rappelle que 2 désigne
un ouvert connexe, borné ou non, dont I’éventuelle frontiere est réguliere.

Theorem 2.3.2 Soient u et v respectivement une sous et une sur-solution de
l’équation de réaction-diffusion.

(i) Siu(t =0,z) < v(t =0,2) pour tout x € Q, alors u(t,z) < v(t,z) pour

tout t > 0 et x € Q.

(ii) Si de plus u(ty,xo) = v(to, zo) pour un to > 0 et xg € Q, alors u(t,z) =
v(t,x).

(#ii) Lorsque §) est borné et la condition au bord est de type Neumann ou Robin,
la conclusion de (ii) reste vraie si g € OS.

Remark 2.3.3 On rappelle que Q désigne ladhérence de 2 dans RY. Pour
éliminer toute ambiguité, on précise donc que RN =RV,

Pour 'instant, on se contente de noter que la différence u — v satisfait
Ot(u—v) < Alu—v) + f(t,z,u) — f(t,z,v).
Grace a la régularité de u, v et f, on peut réécrire cette équation sous la forme
Ow < Aw + g(t, x)w

W siu—v#£0,
auf(tvxvu) Si’LL—’U:O7

g(t, x) == {

est une fonction continue et uniformément bornée. Il s’agit alors d’étudier cette
équation linéaire et de montrer que w < 0 pour tout ¢ > 0 et x € €.
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2.3.3 Probleme linéaire et principe du maximum

Intéressons-nous donc maintenant au cas linéaire, dans lequel nous serons
un peu plus généraux que I’équation écrite plus haut. On considere ’équation
linéaire

Oru = Au+ E bi(t, v)Ou + c(t, z)u.

On supposera que les fonctions b; et ¢ sont uniformément bornées.

Remark 2.3.4 En fait, il suffirait que les fonctions b; et ¢ soient bornées lo-
calement en temps, i.e. uniformément sur tout [0,T] x Q pour tout T > 0, ou
méme sur [0, T] x Q pour tout T > 0 lorsque Q est borné.

De plus, on pourrait remplacer le laplacien par

> aij(t,2)0;05u
ot la famille a; ; forme un opérateur uniformément elliptique, i.e.
all¢l* <D ais(t0)8g; < Bl
0t 0 < o < B < +00, pour tout vecteur € € RN et pour tout t >0 et x € Q.
On va alors montrer les deux théorémes suivant.

Theorem 2.3.5 Soit u une sous-solution de l’équation linéaire telle que u(t =
0,-) < 0. Alors pour tout t > 0, on a u(t,-) <O0.

Soit v une sur-solution de l’équation ci-dessus telle que v(t = 0,-) > 0. Alors
pour tout t > 0, on a v(t, ) > 0.

Ce premier théoreme est parfois appelé principe faible car il permet des inégalités
larges. Dans nos applications il sera suffisant la plupart du temps.

Theorem 2.3.6 Soit u une sous-solution de l’équation linéaire telle que u(t =
0,-) < 0. 8l existe to > 0 et zy € Q tel que u(ty,z9) = 0, alors u = 0 sur
[0, to} x .

Soit v une sur-solution de U’équation ci-dessus telle que v(t = 0,-) > 0. Sl
existe to > 0 et z9 € Q tel que v(tg,x0) =0, alors v =0 sur [0,t0] x Q.

Dans le cas Neumann ou Robin, les mémes conclusions sont vraies lorsque

o € 0N

Nous appellerons ce second théoréeme le principe fort.

Ci-dessous nous considérerons séparement les cas d’'un domaine borné ou
non borné. Par contre, il est clair qu’il suffit de considérer des sous-solutions.
Le cas de sur-solutions suit directement en posant u = —wv.
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Domaine borné - Dirichlet

Nous commencons la preuve par un cas simple.

Lemma 2.3.7 Supposons que € est borné. Soit u une sous-solution de l’équation
linéaire, qui satisfait de plus toutes les inégalités au sens strict, i.e.

Oru — Au + Z bi(t, x)0u + c(t, z)u < 0,

u(0,-) <0 , wu(,xe ) <0.
Alors la conclusion des deux principes, faible et fort, sont justes.

Proof. La conclusion est triviale en prenant le premier ¢t > 0 tel que u s’annule
a lintérieur de €. Dans le cas d’un opérateur elliptique général, cela fonctionne
encore & condition quand méme de savoir que

E amﬁmaﬁu S 0
si une fonction u atteint un maximum local en un point. [ |

Nous pouvons maintenant prouver le premier théoréeme dans le cas d’une
condition au bord de Dirichlet. L’idée est en quelque sorte de se ramener au cas
précédent.

K

Proof. Posons u = ef*'w et notons que

ow = Aw + Zbﬁiw + (¢ = K)w.

On peut alors choisir K assez grand pour que ¢ — K < 0 pour tout t et = € Q).
Puisque u < 0 est équivalent a w < 0, on peut ainsi se ramener au cas ol
c<—-1<0.
Reprenons donc nos notations précédentes sous cette hypothese supplémentaire.

Supposons par contradiction qu’il existe tp > 0 et zg € Q tel que u(to,xo) =

0 > 0 (d’apres la condition de Dirichlet « ne peut pas étre strictement positive
au bord). Sans perte de généralité, supposons que tg est le premier temps ot u
atteint §. Alors

8tu(t0,xg) Z 0 , Au(to,’l}o) S 0,
Vi, biaiu(t(), 1’0) =0.
Par conséquent
Oru — Au — Z b;0;u — cu
> —cd >0,

une contradiction. On conclut que u < 0. [ ]
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Remark 2.3.8 Le changement de variable plus haut est trés utile. Grace a cela,
par la suite nous pourrons toujours supposer que

c < —1.

Passons maintenant a la preuve du second théoreme, le principe fort, dont
le lemme suivant est un cas particulier.

Lemma 2.3.9 Soit u une sous-solution de l’équation linéaire avec condition au
bord de Dirichlet, telle que u(0,2) < 0 pour tout x € ).
Alors u(t,x) < 0 pour toutt > 0 et x € (L.

Proof. Sans perte de généralité, grace au principe faible, il suffit de considérer
le cas ou §2 est une boule Bs. On pose

w=u+e(6? — |z]?)%e .

On peut facilement choisir € tel que w(t = 0,z) < 0, et de plus w < 0 pour tout
t > 0 et x € 0Bs. On peut choisir « tel que c’est une sous-solution. En effet

Ohw — Aw — Z b0z, w — cw
< eem (—a(0® = [2]*)? = (4N + 8)[z]? — 46%) + Cla] (6% — |2[*) + [lefl oo (82 — [2]*)?) -
Soit 0 < ¢’ < 0 tel que
(AN +8)0"% — 462 > C5(6% — 6") + ||ef| 0o (6% — ") = O(8?),

de sorte que w est sous-solution sur By \ By .
Ensuite on peut choisir o assez grand pour que w soit sous-solution dans
Bs:. Finalement, par principe faible,

u<w<0

pour tout ¢t > 0 et € Bs. ]
Nous pouvons maintenant prouver le principe fort.

Proof. On procede par contradiction. Si u # 0 sur [0,¢o] x €2, alors il existe un
point (qu’on peut supposer étre (0,0) sans perte de généralité) tel que u(0,0) <
0. Par continuité, u(0,x) < 0 sur une boule B,.

Supposons que le segment qui relie 0 a xg est inclus dans €2, par exemple si
Q) est convexe. Puisque () est ouvert et quitte a réduire r, on a également que,
pour tout s € [0,1], la boule de rayon r > 0 et de centre szq est incluse dans €.
On consideére ensuite

t
w(t,z) = u(t,z + t—xo)
0

qui satisfait une équation du méme type que u. On peut alors appliquer le lemme
précédent pour conclure que

w(to,0) = u(t, zo) < 0,
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une contradiction.

Par connexité, il existe toujours un chemin qui relie 0 a zy. Ce chemin peut
toujours étre choisi comme une succession de segments. L’argument se généralise
alors aisement. ]

Domaine borné - Neumann et Robin

La preuve du principe faible repose sur le lemme suivant, appelé lemme de
Hopf.
Lemma 2.3.10 Soit u une sous-solution de l'équation linéaire (sans condition
au bord) telle que u(t,x) < 0 pour tout t € [0,T] et x € Q.

Siu(T,x0) =0 pour un certain xg € 082, alors Opu(T,xo) > 0 ot n désigne
la normale a 0N en xg.

On parle souvent de lemme, mais on insiste sur 'importance de ce résultat !

Proof. On procede par contradiction et on suppose qu’il existe o € 9N tel
que u(T,zg) = Ipu(T,xz9) = 0. Soit une boule Bs C 2 de rayon ¢ tangente
a 00 en xo (une telle boule existe tant que la frontiere est réguliere). Pour
simplifier les calculs, on supposera que le centre de B est situé a ’origine et que
n=(-1,0,...,0).

Puisque u < 0 & l'intérieur du domaine, on a pour tout r € (0,0) que

sup  sup u(t,z) <O0.
0<t<T z€B,

On pose ensuite
w=u+e(t—T)+e2 [e*a“:|2 = e*a‘sz],

ou les parametres €; et « seront choisis positifs. Nous allons appliquer un principe
de comparaison a w, mais cette fois-ci non pas sur la boule Bs, mais sur un
anneau A = B; \ B,.. Etablissons d’abord l'inégalité
Ow —Aw —b-Vw — cw
< &y —egeell (40®|z|* = 2Na — Calz| — C)
ot C' > 0 est une borne supérieure sur les |b;| et |¢|. Fixons d’abord o > 0 tel

que
4%z = 2Na — Calz| - C > «

pour tout @ € Bs \ Bs/2. Alors w est sous-solution de I"équation dans A si

62
€ e*
c2 S

€1 «

N

et r > 5. Vérifions ensuite les conditions au bord. Tout d’abord, w(t,z) <
u(t,z) < 0sur 0Bjs, pour tout temps, independamment du choix des parameétres.
De plus on a w < 0 dans B,., pour tout ¢ € [0,T], & condition que

€9 < inf (711,) .
[0,Tx B,
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Par hypothese, cet infimum est strictement positif. Enfin, nous avons que w(0, z) <
0 pour tout x € A, a condition que
T
o

€1 e—ar? _ g—ad?’

Nous choisissons donc r assez proche de § pour que cette derniére condition
soit compatible avec la borne inférieure sur i—f énoncée plus haut. Ensuite, nous
pouvons choisir g5 suffisamment petit puis €1 tel que les deux conditions sur Z—f
soient satisfaites.

Finalement, nous avons bien construit une sous-solution de ’équation sur le
domaine A, négative au bord. On en déduit par le principe du maximum faible
que

w(T,z) < 0 pour tout = € A.
Or, il est facile de remarquer que 9,, w(T, —4,0,...0) > 0 et w(T, —4,0,...,0) = 0,
une contradiction. ]

Moralement, le lemme de Hopf nous dit que la solution ne peut pas s’annu-
ler au bord avant de s’annuler a l'intérieur lorsque la condition au bord est de
Neumann ou de Robin. Le cas Dirichlet nous disant exactement ’inverse, nous
pouvons maintenant terminer la preuve du principe faible.

Proof. Comme pour le cas Dirichlet, on peut supposer que ¢ < —1. Par contra-
diction, soient to et g tels que u(tog,xg) =0 > 0 et u(t,z) < § pour tout ¢t < tg
et x € Q. D’aprés le méme argument que pour le cas Dirichlet, on a 2o € 99 et
meéme
u(to,z) < 0
pour tout z € €.
On pose alors w = v — § qui satisfait

8tw—Aw—Zbi8iw—cw§c<5§0

et qui est donc toujours sous-solution. On applique le lemme de Hopf pour
déduire que
8nw(t0,x0) = 8nu(t0,xo) > 0.
C’est une contradiction dans le cas de Neumann mais aussi dans le cas de Robin
puisqu’alors
Onu(to, zo) + qu(to,ro) > qd > 0.

On rappelle en effet qu’on suppose ¢ > 0 dans le cas Robin. Le principe faible
est démontré. ]

Il ne reste plus qu’a prouver le principe fort dans le cas Neumann ou Ro-
bin. Puisqu’on sait déja, par principe faible, que la sous-solution satisfait tou-
jours u < 0 sur 01, le méme argument que dans le cas Dirichlet s’applique
immédiatement. En particulier, si v # 0 alors v ne s’annule en aucun ¢ > 0 et
x € Q. Il suffit ensuite d’appliquer une seconde fois le lemme de Hopf pour en
déduire que u ne peut pas non plus s’annuler au bord pour un ¢ > 0.
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Domaines non bornés

On considére maintenant (brievement) le cas d’'un domaine non borné. On
pose
w = up(x)

oll p € C*°(Q) est strictement positive, telle que

V| [V.V]

€ L= (RY)
P

et
_ 672B\a:|

p(x)
pour tout |x| grand.

Alors w satisfait une équation parabolique linéaire satisfaisant des hypotheses
semblables, et tend vers 0 quand |z| — +o00. En particulier, la preuve du prin-
cipe faible dans le cas Dirichlet s’applique de la méme maniere. La preuve du
principe fort ne faisait pas intervenir le fait que le domaine soit borné.

Insistons sur la nécessité de la borne exponentielle sur la solution. Si cette
borne n’est pas vérifiée, il existe toujours un ¢ tel que up — 0 a linfini.
Néanmoins, cette fonction ne peut plus satisfaire les bornes ci-dessus. En parti-
culier, dans I’équation en w nous nous retrouvons avec des termes supplémentaires
qui ne sont pas bornés uniformément en espace. Il n’est alors plus possible d’uti-
liser le changement de variable qui, plus haut, nous permettait de nous ramener
a ¢ < —1 : la preuve ne fonctionne plus.

Remark 2.3.11 I serait possible de considérer un domaine non borné qui ne
soit pas RY | donc avec une condition au bord. Le méme raisonnement s applique
facilement lorsque la condition au bord est de type Dirichlet. Dans le cas Robin
et Neumann, il faut de plus que @ satisfasse une condition au bord de Neumann
pour que w satisfasse toujours la méme condition au bord, ce qui est possible si
la courbure de ) est bornée. Ici on ne donne pas de détails et c’est pour cela
qu’on se contentera du cas RN .

2.4 Des problemes bien posés

Dans cette section, on montre que I’équation de réaction-diffusion, sous les
hypotheses plus haut, est bien posée. Cela signifie :

— existence d’une solution ;

— unicité de la solution;

— continuité en la donnée initiale.

On va voir que 'unicité et la continuité sont des implications assez immédiates
du principe de comparaison. La preuve qu’on propose de I’existence repose aussi
sur un principe de comparaison. En fait il existe d’autres types d’argument (par
exemple les méthodes variationnelles). Si le temps le permet on pourra aussi
étudier le cas d’un systeéme : on verra que, bien que le systéme ne satisfait
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pas un principe de comparaison, le fait qu’un tel principe soit disponible pour
chacune des équations peut suffire a prouver que le probléeme est bien posé.

2.4.1 Unicité des solutions classiques

Theorem 2.4.1 Soient u et v deux solutions de I’équation de réaction-diffusion
avec méme condition nitiale, et une condition au bord de Dirichlet/Neumann
ou Robin.

Alors u = v.

Proof. 11 suffit d’appliquer deux fois le principe de comparaison. ]

Remark 2.4.2 FEn fait, toute solution au sens faible est également une solution
(classique), il y a donc aussi unicité de la solution faible. La régularité des
solutions, ainsi que des estimations plus précises, sera donnée et admise plus
bas.

2.4.2 Continuité en la donnée initiale

Theorem 2.4.3 Soient u et v deux solutions de I’équation de réaction-diffusion
avec conditions initiales respectivement ug et vy, et une méme condition au bord
de Dirichlet/Neumann ou Robin.

Alors pour tout t > 0

lu(t, ) = v(t; )l < uo = voflce™
0t K = |00 f1|oo -
Proof. Soit w = u — v. Alors
Ow — Aw = g(t, z)w

ou g(t,z) définie comme plus haut est uniformément bornée, grace au fait que
f(t,x,u) est globalement lipschitzienne en la variable u. Alors

MeX?

est une sur-solution de ’équation ci-dessus, quel que soit M > 0. En choisissant
M = ||ug — vo||oo, Oon en déduit que

Kt

u—v < |Jug — vollece™".

L’autre inégalité se déduit de la méme maniere. ]

Avec un argument similaire, on peut montrer que la solution dépend conti-
nument aussi de la fonction f.

Theorem 2.4.4 Soit une suite de fonctions (fn)n telle que fr, = f et Oy fr, —
Ouf (uniformément), ot chacune des fonctions f,, satisfait les mémes hypothéses
que f.

Alors la suite de solutions (uy), correspondantes, avec méme condition ini-
tiale, converge localement uniformément en temps vers u.
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2.4.3 Existence dans le cas linéaire
Des résultats d’existence

Pour l’existence, on s’intéresse d’abord au cas linéaire.
Oiu = Au + Ku.

Les éleves ayant déja du P’étudier, certaines choses ci-dessous (au moins ’exis-
tence d’une solution de I'équation de la chaleur) peuvent étre connues. Plus
précisément, les éleves doivent connaitre I’équation de la chaleur

8tu = Au.
En posant u = eftw, il est facile de passer d’un cas a lautre : il suffit donc
de regarder ’équation de la chaleur. Parce que cela nous sera utile par la suite,
nous serons un peu plus généraux et considérerons I’équation de la chaleur in-
homogene, i.e.

Ou — Au = g(t, x).

Ici, nous nous contenterons d’énoncer un certain nombre de résultats dont nous
aurons besoin. Seuls quelques éléments de preuve seront donnés.

Dans cette section, nous supposerons que g est bornée localement en temps
(i.e. sur tout ensemble [0,7] x €, donc uniformement en espace lorsque Q =
RM). Afin d’obtenir des solutions classiques, nous supposerons aussi que g est
localement a-holderienne avec o € (0,1), c’est-a-dire que pour tout compact
K C (0,+00) x Q il existe une constante C telle que

V(t1,x1), (ta,22) € K, |g(t1,21) — g(t2, 22)| < C(|t1 — t2|* + |21 — 22|%).

L’espace des telles fonctions g est noté C*((0, +00) x Q). Dans le compact K,

loc
on note simplement C%%(K) et, enfin, cet espace est muni de la norme

- llcoex) = I - e xy + C,
ou C est la meilleure constante telle que 'inégalité ci-dessus est satisfaite.

On considere tout d’abord le cas = RY. Alors il existe une solution expli-
cite de ’équation de la chaleur inhomogene, donnée par

2
_|1'7y\2 lz—y

1 K 1 |
tx) = # d e g(s, y)dsdy.
U( ,J}) (47Tt)N/2 /RNe Uo(y) y+/0 /]RN (47T(t—8))N/2e g(S,y) say

On rappelle que ug est bornée, par conséquent les intégrales sont bien posées.
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Vérifions que c’est bien une solution :

N  4x lz—yi? 1 |z —y|> _le-u?
Ou = (47775)1\,/2“/6 B Uo(y)dy+(47rt)N/2 112 e” ® ug(y)dy

in R dsd
2 47r dn(t — s)) N2+ © 9(s,y)dsdy
o —y|® w2
/ / Ar(t — s))N/2 4(t — 3)26 1= g(s,y)dy

_|e— y\z

+ lim 7(4%9)]\’/2 9(t,y)dy
. 1 _ |z u\z
= A@H‘glg(l) W g9(t,y)dy
= Au-+g(t z).

Le passage a la limite peut étre montré comme suit :

1 _le— yl2
/(47rs)N/2 g(t,y)dy
1 _lwl?
= We wg(t,r —y)dy
1 2
= / 7TN/26 vl g(t,.’E - 2\/§y)dy

1 _.p2
— /WN/ze W g (t, z)dy = g(t, ).

Attention néanmoins & I'intégrabilité de tous ces termes, en particulier en la va-
riable de temps car on dépasse maintenant I’exposant critique d’intégrabilité ! En
réalité, on peut vérifier que les mauvais termes s’annulent quand g est constante.
Les termes liés aux variations de g peuvent étre intégrés grace a son caractére
holderien. Si on avait supposé uniquement que g est bornée, il n’aurait pas été
possible de dériver au sens classique et, en fait, on obtiendrait a priori seulement
une solution au sens des distributions.

La condition initiale (et la continuité) peut étre vérifée par le méme calcul.
Notons enfin que cette fonction appartient bien aux espaces imposés dans notre
définition de solution, et est bornée localement en temps donc satisfait les bornes
nécessaires quand xr — oo.

Remark 2.4.5 Cette solution met en jeu la solution fondamentale

1 _lz—y|?
(47Tt)N/26

qui satisfait ’équation de la chaleur avec une donnée initiale de type Dirac.
Cette solution existe dans des cas plus généraux sans forcément étre explicite.
Bien sir, il existe d’autres méthodes pour l’existence d’une solution a l’équation
de la chaleur.
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Theorem 2.4.6 Sous les hypotheses plus haut, ’équation de la chaleur admet
bien une solution classique pour toute donnée initiale continue et bornée.

On admettra le résultat, peut-étre déja connu des éleves, dans le cas §2 borné.

Des estimations utiles

Pour résoudre le probleme semilinéaire proposé au début de ce chapitre, nous
allons avoir besoin de plus d’informations sur les solutions de I’équation de la
chaleur. Les théoremes plus bas sont assez techniques et on ne donnera que des
éléments de preuve, en mettant essentiellement en avant le cas Q = RV.

Theorem 2.4.7 (Estimations de Schauder) Soient 0 < o/ <a <1letg€

Cloof(((), +00) xQ) bornée localement en temps. Alors la solution u de Oyu—Au =

g avec condition initiale continue et bornée satisfait :
— pour tout 0 < 7 < T < 400 et tout compact K C €,

ullco.e(ir,rx &) + 1|02, core (17,77 x K)

<C [||g||L°°([O,T+1]><ﬁ) + Hu||L°°([O,T+1]><§):| )
— pour tout 0 < 7 < T < 400 et tout compacts K' C K C Q et K' # K,
||8tuHC0va'([r,T]><K/) + HawiwjuHCO’QI([T,T]XK’)
<C [”g”COv"([T/ZT-&-I]XK) + ||UHL°°([O,T+1]><K)] )
ot C > 0 est une constante qui ne dépend que de o, 7, T, K' et K.

Remark 2.4.8 Comme défini plus haut, par c *(E), on désigne l’ensemble

loc
des fonctions a-holderiennes sur tout compact inclus dans E.

Proof. La premiere inégalité passe par des estimations dans des espaces de So-

bolev, qui s’injectent dans des espaces de Holder grace a l'inégalité de Morrey.

Plus précisément, 'espace WP s’injecte dans C%® avec p > N et o = 1 — %.

Concentrons nous ici sur sur la seconde inégalité.

On considére le cas ot Q = RY, dans lequel la formule plus haut est dispo-
nible :

1 |z—y|? ¢ 1 _lz—y|?
t,x) = ——75 T d e 9 dsdy.
U( ,:17) (47Tt)N/2 \/RNG 4 uo(y) y+\/0 /]RN (47T(t—$))N/26 g(sﬂy) S y

On avait calculé

N 4 lz—y|? 1 |33 - 9‘2 _le—yl?
oy = — (47Tt)N/2+1/6 Ty (y)dy + (ar t)N/2/ e T ug(y)dy
_lz—yl
/ / 2 4n(t ))N/2+1 &b g(s,y)dsdy

|z —y|? _le—u?
/ / At — s))N/2 4(t — s)2 e T g(s,y)dy
+9(t,x)
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Comme auparavant, il y a une difficulté ici, cachée dans I'intégrabilité de tous
les termes : une partie du caracteére holderien de g peut étre “sacrifiéé” (méme si
ce n’est pas optimal) pour pouvoir intégrer, et on en déduit ensuite que dyu est
o’-holderienne pour tout o’ < «. Quant au dernier terme, il était déja évident
qu’on ne peut le borner que par la norme C%* de g. La encore, on ne fait pas
de calcul pour les dérivées en espace qui sont similaires.

Lorsque 2 C R¥ | il faut introduire une fonction de ”cut-off” ( € C*°(RY),
telle que 0 < ¢ < 1, ¢ vaut 1 dans K et ¢ vaut 0 dans RY \ Q. Alors on peut
vérifier que

v=_u

satisfait I’équation
0w — Av = =2V (- Vu —uAl + g =: g.

dans RY tout entier (remarquons que v est bien défini trivialement dans RY
tout entier, méme si u ne lest pas). On peut alors utiliser la formule plus
haut. Notons quand méme que § peut ne pas satisfaire les bonnes hypotheses
(en fait, ce n’est pas un probléme si on admet la premiére inégalité pour les
solutions faibles). Néanmoins, on peut utiliser une intégration par parties pour
transformer le terme Vu en un terme en u. Cette intégration par parties pourrait
a priori poser de nouvelles difficultés d’intégrabilité : heureusement V& et A&
s’annulent au voisinage de tout point considéré, ce qui efface en fait, dans la
formule, la singularité de la solution fondamentale de I’équation de la chaleur.
La fonction u étant bornée, on peut ensuite étendre la premiere inégalité, les
nouveaux termes ne posant finalement pas de difficulté. Ensuite, on réitére en
sachant cette fois que § est bien C%% dans [7/2,T +1] x K’ ou K C K' C Q,
ce qui est suffisant.

Remarquons enfin que le raisonnement ci-dessus pour 2 C RY omet de prou-
ver la premiere inégalité jusqu’au bord. On peut se contenter de I'admettre,
comme on l’a fait dans le cas Q = RV, ou remarquer qu’il suffit de la prouver
en remplacant K par €2, la borne de droite ne dépendant en effet pas du choix
du compact. ]

Enfin, plus dans un souci de complétude, on mentionne le résultat suivant
qui étend la régularité jusqu’au bord lorsque €2 est borné :

Theorem 2.4.9 (Régularité jusqu’au bord) Lorsque Q est borné et si, en
plus des hypothéses du théoréme précédent on suppose aussi que

g € Cp((0,400) x Q),

loc
alors la seconde inégalité du théoréme précédent reste vraie avec K = K' = Q.

Evidemment, il n’est plus possible d’appliquer ’argument plus haut pour se
ramener au cas ) = RY. C’est aussi pour cela qu'on a séparé les estima-
tions de Schauder a l'intérieur du domaine de celles jusqu’au bord. Néanmoins,
ce théoréeme peut se prouver par un argument similaire. En effet, d’apres la
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régularité de 912, le domaine ressemble localement au voisinage de tout point
du bord (& un difféomorphisme pres) a un demi-espace. Il est possible de ”cut”

cette solution, puis de ’étendre vers 0, pour en faire cette fois-ci une solution v
de

ow—Av=g, RN"!x{zy>0},

avec la condition au bord appropriée, ou g dépend cette fois-ci a la fois de u et
du difféomorphisme. Il s’avére que I’équation de la chaleur dans ce demi-espace
admet une solution fondamentale qui joue le méme role que pour ’équation
posée dans RN, ce qui permet par un calcul explicite d’obtenir le théoréme ci-
dessus.

Quelques remarques :

Remark 2.4.10 Comme on le verra aussi indirectement dans la prochaine sec-
tion, il serait possible de remplacer a droite des inégalités les normes ||ul|oo par
lluolloo- En effet, sous nos hypothéses, une application du principe de comparai-
son donne immédiatement que

Hu”Loo([o,TH]xﬁ) <C(T+ I)HQHLoc([O,TJrl]xﬁ) + ||U0||Loo(ﬁ)]:

ot C > 0.

Remark 2.4.11 De maniére trés grossiére, la morale est la suivante. Lorsque
g appartient a un espace donné, alors u, Oyu, Oy, u et Oy, ., u appartiennent aur
meémes espaces pour tout temps positif. De plus, les normes de la solution et de
ses dérivées dans cet espace peuvent étre estimées.

Sous des conditions au bord plus générales (qu’on ne considérera jamais dans
ce cours), par exemple

ujpo = h,

il est bien str nécessaire pour les estimations jusqu’au bord (second théoréme et
premicére inégalité du premier théoréeme) d’ajouter une condition sur la régularité
de h. Pour les estimations a 'intérieur (seconde inégalité du premier théoréme),
la condition au bord n’intervient pas (si ce n'est dans le fail que la constante
peut exploser quand K s’approche de 02). Il faut donc bien distinguer ces deux
types d’estimation, méme si dans ce cours elles peuvent sembler de méme nature
puisque nos conditions au bord "régulieéres”.

Remark 2.4.12 Pour certains détails, on peut voir par exemple le livre de
Evans, qui montre des estimations a lintérieur lorsque g = 0 mais dont les
calculs pewvent se généraliser. Le livre de Ladyzhenskaya répertorie toutes ces
estimations et bien d’autres mais il est difficile d’accés. Les mémes arguments
sont expliqués aussi dans les livres de Krylov (essentiellement celui sur les es-
paces de Holder pour les arguments plus haut, mais aussi celui sur les espaces
de Sobolev pour la premiére inégalité du théoréme).
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Remark 2.4.13 Enfin, les arguments de "cut-off” ci-dessous peuvent aussi
constituer une preuve de la régularité d’une solution faible. Ce n’est pas tri-
vial (les calculs ci-dessus supposent a priori lexistence de dérivées classiques en
temps a lordre 1 et en espace jusqu’a l'ordre 2), mais il est possible de faire le
calcul au sens des distributions puis de récupérer a posteriori la régularité de la
solution.

L’intérét des estimations ci-dessus est que 'opérateur qui a un terme source
g associe la solution de I’équation de la chaleur est, en un certain sens, compact.
En effet, le théoréme d’Arzela-Ascoli dit qu’une suite bornée dans C%(K), ou
K est compact, admet une sous-suite convergente pour la topologie uniforme.
Les estimées plus haut, ainsi qu’un procédé d’extraction diagonale, permettent
alors d’obtenir le corollaire suivant :

Corollary 2.4.14 Soit une suite g de fonctions continues sur [0,T] x Q, et
telle que pour tout 0 <1 < T,

Sup 191l o, () 30) < F00-

Soit également une suite de conditions initiales uy o continues sur Q telle que

sup [0l oo @y < 400

Alors les suites g et uy des solutions des équations
Orug, — Aug, = g,

convergent localement uniformément, a extraction d’une sous-suite pres, vers
Joo €t U telles que
OtUoo — Alse = Joo-

Cela provient simplement du fait que C%® est relativement compact dans la
topologie localement uniforme. Autrement dit, la régularité jusqu’au bord im-
plique que u et ses dérivées (ordre 1 en temps et ordre 2 en espace) convergent
toutes localement uniformement, ce qui permet de passer a la limite dans I’équation
de réaction-diffusion. Remarquons que cet argument cache un procédé d’extrac-
tion diagonale, aucune de nos estimations n’étant uniforme en temps ici.

Plus de détails seront données dans la section suivante ot ’argument repo-
sera justement sur une telle compacité. Ce type d’arguments apparaitra également
dans les prochains chaptires, c’est pourquoi on écrit ce corollaire, méme s’il ne
sera jamais appliqué tel quel.

2.4.4 Existence pour I’équation de réaction-diffusion

On rappelle ’équation de réaction-diffusion

8tu = Au + f(t7x7u)7



2.4. DES PROBLEMES BIEN POSES 45

et qu'on avait supposé que f est C1, f(t,z,u = 0) € L™ et d,f € L>. En
réutilisant une astuce similaire a précédemment, on peut se ramener au cas ou
f est croissante en w : en posant u(t,x) = e_Lfﬂ(t, x), avec L = sup |9, f|, on se
ramene & la méme EDP avec la non-linéarité f(¢,z, %) = La+ el f(t, x,e ),
qui est bien croissante en ). On pose ensuite M > 0 assez grand tel que

—M <wuyg <M.
Gréace a nos hypotheses sur f, nous pouvons fixer K > 1 tel que
|f(tz,u)| < K(1+ |ul)
et tel que pour tout u > —M,t>0et x € §,
flt,z,u) < K(1+u+ M),
et pour tout u < M, t>0et x € Q,
flt,z,u) > K(—14+u—M).

Nous ferons donc ces hypothéses dans cette section : a ce stade elles peuvent
paraitre artificielle, mais ces inégalités permettent de controler les solutions du
probleme non linéaire par les solutions de problemes linéaires dont on connait
déja V’existence. Ici, on a choisi des problemes linéaires qui soient en-dessous et
au-dessus de f sur (—oo, M) et (—M, +00), afin d’inclure l'intervalle dans lequel
vit la donnée initiale.

L’idée de la preuve est d’approcher la solution par une suite de solutions
(uF);, d’un probleme linéaire. La méthode est appelée méthode d’itération
monotone et fait appel au principe de comparaison et & certaines estimations
données plus haut.

Remark 2.4.15 On choisit ici la notation uF pour les fonctions de la suite
pour €viter toute ambiguité avec la donnée initiale ug. Cependant, il ne faudra
pas y voir des puissances de u.

Posons tout d’abord u la solution de
Ou—Au=K(-1+u— M)

avec donnée initiale ug. Il s’agit d’une équation de la chaleur (& un terme linéaire
prés qu'on peut facilement enlever par changement de variable), donc cette
solution existe au sens classique introduit dans ce chapitre.

Remark 2.4.16 Bien sir, lorsque £ a un bord, la fonction u doit aussi satis-
faire la condition au bord. Parce que l’argument fonctionne de la méme maniére
dans tous les cas et pour simplifier la rédaction, nous 'omettrons dans cette
preuve.
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Remarquons que M est sur-solution de cette équation. Par conséquent u <
M pour tout t et x, et d’apres les bornes sur f plus haut, nous avons que

0w — Au < f(t,z,u).

Autrement dit u est une sous-solution de I’équation de réaction-diffusion.
De la méme maniere, la solution u de

Ou—Au=K(1+u+ M)

avec donnée initiale ug est sur-solution de ’équation de réaction-diffusion. Il est
de plus clair que u < u pour tout temps positif.

Construisons maintenant notre suite de solution. Posons tout d’abord u® =
u, puis u! la solution (classique) de

ot — Aut = f(t,z,u),

avec condition initiale
ut(t = 0) = uy,

et la condition au bord appropriée. Cette solution est bien définie d’apres la sec-
tion précédente, puisque c’est simplement ’équation de la chaleur inhomogene,
et que le terme source f(t,z,u’) est suffisamment régulier. D’apres le principe
de comparaison, il est clair que

u® < ul.
Par ailleurs, grace a la monotonie de f, on a que
ot — Au' < f(t,z,7)
d’ol1, & nouveau par principe de comparaison,
ut <.
Par récurrence, on peut construire une suite de fonctions (u*); telle que
8tuk+l _ Auk-‘rl — f(t,a:,uk)

et on remarque que
uogukgukH <u

pour tout k. Notons qu’a chaque étape, la solution est bien définie puisque
f(t, uk) est bien bornée localement en temps, mais aussi holderienne sur tout
compact (par hypothese sur f mais aussi en appliquant les estimations de Schau-
der & chaque itération). Notons également que cette récurrence fonctionne uni-
quement grace a la monotonie de f en la variable u.

En particulier, la suite converge (simplement) vers une fonction u. Formel-
lement, on voudrait passer a la limite dans I’équation ci-dessus et en déduire
que

Ou — Au = f(t,x,u).
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Cela signifierait que u est bien solution de I’équation de réaction-diffusion.

Néanmoins, il n’est pas trivial de passer a la limite car nous ne savons pas si les

dérivées des fonctions uy, convergent également. C’est ici qu’entrent véritablement
en jeu les estimations données plus haut !

Cette partie est un peu technique. Il faut procéder en plusieurs étapes et
avec prudence car les éléments de la suite interviennent dans le terme source de
chaque équation de la chaleur. Tout d’abord, la suite de fonctions

gi(t, @) = f(t,z,ub(t,x))

est bornée localement en temps mais uniformément en k. En effet
sup 198l Los (0. 770 < (82,08 2) || oo 0.1y < (1 + M)eRT

Cette derniere inégalité provient, la encore, d’un principe d’un comparaison, car
1+M )egKt est sur-solution de I’équation satisfaite par uw. Bien sir, ce n’est
pas une borne optimale, ce qui n’est pas important ici.

On en déduit, d’apres les estimations jusqu’au bord plus haut, que la suite
HukHCU,a([T’T]XK) est également bornée, quelque soient 0 < 7 < T < +o0 et
K C Q compact. On peut ensuite appliquer le second théoréme et conclure que
la suite wug, ainsi que les suites de ses dérivées en temps (premieére) et espace
(premitres et secondes) sont toutes uniformément bornées en norme C%% sur
tout compact K’ C €.

D’apres le théoreme d’Arzela-Ascoli, une suite de fonctions, définies sur un
compact, dont la norme C%® est bornée, admet une sous-suite convergente pour
la topologie uniforme. A ’aide d’un procédé d’extraction diagonale, on peut en
déduire & extraction d’une sous-suite pres que u* converge, uniformément sur
tout compact de (0,00) x €, vers une fonction u®, et que les dérivées de wuy
convergent vers les dérivées de u°. Par unicité de la limite, il est clair que
u™ = u exhibée plus haut, quel que soit le choix de la sous-suite.

On conclut que la suite toute entiére (ainsi que ses dérivées) convergent vers
u (et vers les dérivées de u). On peut donc passer & la limite dans I’équation,
ainsi que sur la condition sur le bord 99 (quelle qu’elle soit), et conclure que u
satisfait bien ’équation de la réaction-diffusion.

L’argument ci-dessus omet de montrer que w vérifie bien la condition ini-
tiale, car les espaces de Holder considérés ne sont que sur des intervalles [7, T7.
Néanmoins, u(t, x) et u(t,z) sont continues en temps et en espace jusqu'a t = 0
(comme solutions de deux EDPs paraboliques linéaires & coefficients constants ;
voir aussi notre définition de solution classique), et ont la méme donnée initiale
uo(x). On encadre alors u(t,z) < u(t,z) < u(t,z), et le lemme des gendarmes
montre donc que u(t, z) — uo(xo) si (¢, z) — (0,20). Ceci est appelée la méthode
des barriéres (les barrieres étant w,u), qui est une méthode typiquement em-
ployée pour les questions de régularité jusqu’au bord, soit pour x € 9 soit
comme ici pour t = 0.
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Remark 2.4.17 Pour passer a la limite dans l’équation, seules les estimations
de Schauder a lintérieur sont nécessaires. Les estimations de Schauder au bord
ne sont nécessaires que pour les dérivées premiéres en espace, et seulement pour
une condition au bord de type Neumann ou Robin, mais on a quand méme inclus
le théoreme général plus haut.

Nous pouvons donc enfin conclure ce chapitre sur le théoréeme suivant :

Theorem 2.4.18 Sous les hypothéses de début de chapitre sur Q, f et ug,
l’équation de réaction-diffusion

Opu = Au + f(u)a

u(t = 0) = up,

avec condition au bord de Dirichlet, Neumann ou Robin, admet bien une solution
classique.



Chapitre 3

Persistance en domaine
borné

Dans ce chapitre, on considere I’équation
O = DAu+ f(t,x,u)

ou D > 0, posée sur un domaine spatial €2 ouvert, borné et a frontiere réguliere.
La condition au bord est du type Dirichlet, Neumann ou Robin, et sera précisée
lorsque nécessaire. La donnée initiale est supposée continue sur 2 (donc bornée),
et positive ou nulle :

0<ug € C(ﬁ)
Le choix de f se fait de nouveau pour des modeles de dynamique des populations.
En particulier, on supposera que

f € CH]0,+0) x Q x R)
ft,z,u=0)=0 , IM >0, Yu>M, f(t,z,u) <O0.

La régularité de f permettra d’appliquer les théoremes du chapitre précédent
(notons quand méme qu’on ne suppose pas 0, f bornée). Les secondes hypotheses
ont un sens clair du point de vue du modele.

A partir de maintenant, on va s’intéresser au comportement en temps grand
des solutions, afin de décrire 1’évolution de u qui représente une densité de
population. Ce chapitre sera essentiellement divisé en deux parties, selon si f
dépend de (t,z) ou pas, mais on commencera d’abord par quelques propriétés
générales ”simples”.

3.1 Quelques applications simples du principe
du maximum

Vérifions d’abord que tous les théorémes du chapitre précédent s’appliquent,
bien qu’on ne suppose pas 0, f bornée. Tout d’abord, on laissera les étudiants

49
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vérifier qu’il n’était pas nécessaire de borner 0, f uniformément en temps : si
Ouf est bornée sur [0, T] quel que soit T' > 0, il suffit d’appliquer les méthodes
du chapitre précédent pour vérifier que les principes de comparaison sont valides
et que la solution existe bien jusqu’au temps 7', donc jusqu’en ¢ = +o0.

Il reste néanmoins a s’adapter au fait que 9, f n’est pas bornée uniformément
en u. Définissons donc une fonction f telle que

ft,z,u) = f(t,z,u) siue [0, M+1]

flt,x,u) =0y f(t,z,0)usiu<0
ft,zu) = flt,a, M +1)+ 8y f(t,x, M +1)(u—M —1) siu> M+ 1.

Alors I’équation R
0w = DAu+ f(t,z,u)

est bien posée d’apres le chapitre précédent (modulo largument ci-dessus).
Quitte & augmenter la constante M, on peut de plus supposer que

[uolloo < M.
Alors, d’apres le principe de comparaison, on a
0<u(t,z) <M
pour tout (¢,z) € (0,+00) x Q. Par conséquent, u satisfait aussi I’équation
0w = DAu+ f(t,x,u).

L’existence d’une solution est donc bien prouvée.
Réciproquement, si u(t, z) est une solution classique (cf le chapitre précédent)
de I'équation d;u = DAu + f(t,z,u), on peut montrer que

0<u(t,z) <M

pour tout (t,z) € (0,+00) x Q. La encore, il n’est pas possible d’appliquer
directement le théoreme du précédent chapitre puisque J,f n’est pas bornée.
L’argument fonctionne pourtant de la méme maniere. Supposons par contradic-
tion qu’il existe ty > 0 le premier temps tel que

max u(t,z) = M + 6,
z€EQ

ot 0 < § < 1. Alors sur l'intervalle de temps [0, %], on a pour tout z € Q que
0 < u(t,z) < M+6. Autrement dit, u est une solution sur ce méme intervalle de
temps de I’équation de réaction-diffusion avec la nonlinéarité f . On peut donc
appliquer un principe de comparaison sur cet intervalle de temps et aboutir a
une contradiction.

On peut donc en déduire qu’une solution de dyu = DAu + f(t,x,u) est
aussi solution de la méme équation avec f a la place de f. Elle est donc unique,
continue en la donnée initiale, et le probleme satisfait bien un principe de com-
paraison.
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Remark 3.1.1 Ici on vient d’utiliser le fait que la solution est continue et que
le domaine est borné, ce qui garantit que ty > 0. Lorsque le domaine n’est
pas borné (ce sera le cas dans le chapitre suivant), Uargument est un peu plus
compleze car a priori la solution pourrait immédiatement exploser en |x| — oo,
et nécessite certaines conditions supplémentaires mais naturelles.

Finalement, le théoreme suivant est vrai :

Theorem 3.1.2 Sous les hypothéses plus haut, I’équation
Opu = Déu + f(t,z,u)

est bien posée et, quel que soit la condition au bord parmi Dirichlet, Neumann
ou Robin, ce probléme satisfait un principe de comparaison.

Cet énoncé n’est pas tres précis. On peut le reformuler ainsi : tous les résultats
du chapitre précédent sont encore vrais.

Remark 3.1.3 Si f(u) = u(1 —u) et ug < 0, alors la solution peut exploser.
1l faut donc insister sur le fait que les hypothéses portent aussi sur la donnée
initiale.

Les principes de comparaison faible et fort impliquent immédiatement la
proposition suivante :

Proposition 3.1.4 Sous les hypothéses plus haut, pour tout t > 0 et x € Q,
0 < u(t,z) < max{||uglleo, M}.

Si de plus ug Z 0, alors u(t,x) > 0 pour tout t > 0 et x € Q. Dans le cas
Neumann ou Robin, u(t,z) > 0 aussi pour t > 0 et x € 9.

Le fait que la solution devient immédiatement strictement positive partout,
quel que soit la taille de Q (ce sera aussi vrai dans des domaines non bornés,
avec le méme argument), est intéressant. Cela signifie que la population envahit
instantanément ’ensemble du domaine, méme si bien sur, par continuité, la
densité est petite pour t petit la ot ug valait 0.

Cela peut étre compris au vu de 'argument qui nous avait permis de justifier
le choix du laplacien. Tout d’abord, ce choix suit un changement d’échelle : quel
que soit 7 > 0, chaque individu s’est déplacé une infinité de fois dans l'intervalle
de temps [0, 7]. De plus, u est une densité renormalisée qui représente une infi-
nité d’individus (ou plutdt, c’est une approximation valable lorsque le nombre
d’individus est grand). On pourrait formellement considérer qu’une tres faible
valeur de u en un point (¢,z) est en fait équivalente a I’absence d’individus au
point (¢,x). En réalité les choses sont plus complexes car cette propriété du
laplacien a une influence sur les solutions. Il faut garder en téte que c’est une
approximation, et que pour améliorer cette approximation, on pourrait vouloir
la modifier (par exemple remplacer I’équation de réaction-diffusion, lorsque u
est proche de 0, par le modele probabiliste mentionné précédemment).

Mentionnons enfin un dernier corollaire des principes de comparaison :
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Proposition 3.1.5 Soient uy et ug respectivement les solutions des équations
Opur = DAuy + f1(t,z,u1)

et
8tu2 = DAUQ + fg(t, Z, Ug)

avec mémes condition au bord et condition initiale.
Si f1 < fa, alors ui(t,x) < wug(t,x) pour tout t >0 et x € Q.

Nous n’utiliserons peut-étre pas directement ce théoreme mais il peut étre im-
portant pour comprendre 'intérét de certains résultats plus bas. On verra en
effet qu’on se concentrera sur certains cas : il n’est pas possible de mener une
étude exhaustive, selon les conditions au bord et le choix de la fonction f.
Néanmoins, le théoreme ci-dessus permet d’imaginer que, lorsqu’on ne sait pas
étudier une équation, il est parfois possible de I’encadrer par des équations " plus
simples” et donc d’en déduire certaines propriétés sur les solutions.

En particulier, les fonctions f hétérogenes, i.e. qui dépendent de t et de =,
sont souvent difficiles a étudier. Mais il est parfois possible d’encadrer une telle
fonction par deux fonctions homogenes de propriétés similaires, et donc finale-
ment de décrire le comportement asymptotique en temps grand de la solution.

3.2 Le cas homogene

Dans cette section, on suppose que

ft,x,u) = f(u).

En particulier, la fonction f pourra étre choisie parmi les exemples vus au
premier chapitre :
— f est monostable si

f>0in (0,1) et f <0in (—o0,0)U (1, 400);

f(w)

u

est

— f est monostable KPP si f est monostable et de plus u —
strictement décroissante. En particulier

fu) < f1(0)u

pour tout u > 0.
— [ est bistable s’il existe 6 € (0,1) tel que

f>0in (—o00,0)U(#,1) et f<0in (0,0)U (1,+00).

Remark 3.2.1 FEn fait, d’apreés le principe comparaison, on pourrait ne définir
f que pour les valeurs positives de u.
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3.2.1 Condition au bord de Neumann

Theorem 3.2.2 Soit f du type monostable et une donnée initiale ug >% 0.
Alors la solution de I’équation de réaction-diffusion sur Q borné et condition
au bord de Neumann converge uniformément vers 1 quand t — 400.

Proof. On a déja vu que u > 0 pour tout temps strictement positif. En particulier
infu(1,-) > 0.
in u(1,-)

Soit ensuite u la solution de I’équation différentielle

= f(u)

et donnée initiale info u(1, -), dont on sait qu’elle converge vers 1 quand t — +o0.
Par principe de comparaison,

u(t,z) > u(t —1)
pour tout ¢t > 1. En particulier

liminf inf w(t, z) > 1.

t—+00 z€Q
Par ailleurs, on peut prouver par comparaison avec la solution de 'EDO avec
donnée initiale |Jug|loo + 1 que

lim sup sup u(t, x) < 1,
t—+o0 zEN

ce qui conclut la preuve. ]

Ce résultat s’interpréte facilement : la population persiste et converge vers
la capacité maximale de l’environnement dans le cas monostable, ce qui est
cohérent avec ce qu’on avait pour ’équation différentielle. Comme on le voit
dans la preuve, cette propriété se transmet de '’EDO a 'EDP par de ”simples”
(tant qu’ils ont été prouvés plus tot) principes de comparaison. De plus, cette
persistance vaut pour n’importe quelle donnée initiale non triviale, aussi petite
soit elle. On parle de hair-trigger effect.

Le théoréme suivant se montre de la méme maniere

Theorem 3.2.3 Soit 61 < 05 deux zeros successifs de f. On suppose sans perte
de généralité que f > 0 sur (01,02).

Alors pour tout ug entre 01 et 03, la solution de [’équation de réaction-
diffusion avec condition de Neumann :

— soit converge uniformément vers 03 quand t — +00 ;

— soit est identiquement égale a 0.

Remark 3.2.4 Si f < 0, la méme conclusion est vraie en inversant 6, et 0.
On peut passer d’un cas a l'autre en posant v = —u.
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On a le corollaire suivant dans le cas bistable :

Theorem 3.2.5 Soit f du type bistable et ug une donnée initiale.
— 510 < wug <# 0, alors u — 0 uniformément;
— 810 <Fug <1, alors u — 1 uniformément.

La encore le résultat s’interpréte facilement et généralise ce qu’on a observé pour
I’EDO. Dans le cas bistable, la survie d’une espece dépend de si la donnée initiale
est au-dessus du seuil ou non. Notons néanmoins que nous n’avons pas considéré
toutes les données initiales possibles. Ce théoréme sera donc (partiellement)
complété plus bas.

Notons aussi, comme on ’aura mentionné plus haut, que dans le cas extinc-
tion la solution ne fait que converger vers 0. Elle reste malgré tout positive en
temps fini.

Si ug n’oscille pas autour de I’état stable (disons 1), il est possible de montrer
que la vitesse de la convergence est la méme que pour 'EDO. En particulier, si
/(1) <0 (i.e. 1 est linéairement stable), on a

Al WF)E < |1 g < Bel/W=2)t

pour tout € > 0, ou A, B > 0.

Si ug oscille autour de 1’état stable, alors la vitesse de convergence est au
moins celle de 'EDO, mais elle peut aussi étre plus rapide. Supposons par
exemple que 2 = [—m, 7], et que f est linéaire sur un voisinage de 1. Alors pour
la donnée initiale

ug =1+ dcosz,

si 0 est assez petit, alors la solution est
u(t,x) =1+ Jcos zel/" (W=D,

Cela peut étre compris d’un point de vue systemes dynamiques. L’équation
linéaire admet une famille de vecteurs propres associées a des valeurs propres
négatives. La plus grande valeur propre est associée a une fonction propre
constante, et si on choisit une donnée initiale dont la composante associée a
cette fonction propre est nulle, alors on peut ”attraper” une vitesse de conver-
gence plus rapide.

Jusqu’ici, on ne permet pas a ug d’osciller autour d’un état instable. On peut
aisément comprendre que la situation est différente. Dans le cas bistable (on ne
considérera pas le cas monostable car on interdit ug de prendre des valeurs
négatives, méme si ’analyse mathématique serait similaire), si ug oscille autour
de 6, alors la solution pourrait étre attirée a la fois par 0 et par 1.

Il s’avere que la situation est beaucoup plus complexe qu’on pourrait 'ima-
giner. Nous prouvons d’abord :
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Theorem 3.2.6 Soit f du type bistable et ug > 0 continue et bornée quelconque.
Alors, a extraction d’une sous-suite preés, la solution u converge uniformément
vers un état stationnaire, i.e. une solution de

Av+ f(v) =0.

Remark 3.2.7 Comme il sera clair dans la preuve ci-dessous, ’énoncé est vrai
pour toute non-linéarité f(u) “raisonnable”, et pas seulement dans le cas bis-
table.

Proof. Tout d’abord, u est bornée uniformément en temps et espace, comme
montré précédemment. En particulier, f(u) est également uniformément bornée.
D’aprés les estimations du chapitre précédent (estimations de Schauder; voir
aussi la Remarque, on peut dans un premier temps en déduire que, pour
tout 7" > 0,

sup [[ull co.o (i xa) < C
n>0

ou C' > 0. Attention, on a appliqué le théoréme non pas a une solution, mais
a une famille de solutions. En effet, u(t + n,z) peut étre vue (par unicité)
comme la solution de ’équation de réaction-diffusion avec donnée initiale u(n —
T, -). Toujours d’apres les estimations (jusqu’'au bord) du chapitre précédent, on
conclut que

sup HatuHCOva([n,n+T]><ﬁ) <G,
n>0
sup Haﬂiil’ju”C"va([n,n-&-T]xﬁ) <C,
n>0

quitte & augmenter C' > 0. Par compacité de C%* dans la topologie uniforme,
on en déduit qu’on peut extraire une suite ¢(n) telle que u(p(n)+t, z) converge,
ainsi que ses dérivées en temps et en espace, uniformément sur [0, 7] x Q, vers
une solution us, de

Optioo = Atigy + f(Ueo)-

Remark 3.2.8 La propriété de compacité énoncée plus haut est une conséquence
du théoréme d’Arzela-Ascoli, qu’on pourra rappeler ici.

Puisque T peut étre choisi aussi grand qu’on le souhaite, par un procédé d’ex-
traction diagonale (sans détailler, soit T,, — 400, alors w,(,) converge jus-
qu'a Tp, Puis Uy (p, (n)) converge jusqu’a Ti, etc... et finalement uygo.. 00, (n)
convient), on obtient une suite qui converge localement uniformément sur [0, +00) X
Q, vers une solution us, qui est bien définie sur tout lintervalle de temps
[0, 4+00). 11 s’agit maintenant de montrer que us, est un état stationnaire.

Pour cela, introduisons maintenant la fonction de Lyapunov suivante

Glut) = [ (48 puga) as,
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" Pl = [ fe)as.

Soit ensuite la fonction
t— g(t) := Glu(t, z)]

ou u est la solution de I’équation de réaction-diffusion avec condition au bord
de Neumann et une donnée initiale ug continue et a valeurs entre 0 et 1.

Dans un premier temps, on suppose que g (et tout ce dont on aura besoin)
est différentiable. Alors

J) = -8 </;uAu+F(u))

= — / %atuAu + %UatAu + dyuf(u)

= —/@uAu—l—@tuf(u)

= —/|8tu|2 S 0.

Pour rendre cela rigoureux, on peut calculer

g(t1) — g(t2)
(t1 —t2)

et passer & la limite. En effet le terme [ F(u) est clairement différentiable, et
pour l'autre on trouvera

Au(ty)(u(ty) — u(tz)) + Aults)(u(ts) — ults))
t—to

ce qui nous fait ensuite bien tomber sur le méme résultat qu’au-dessus.

Remark 3.2.9 Dans ces calculs on a utilisé la formule de Green et la condition
au bord de Neumann. Une condition au bord de Dirichlet donne le méme résultat.

Finalement, la fonction g est décroissante et de classe C''. De plus, on peut
vérifier qu’elle est bornée par en-dessous, donc converge. Ayant déja prouvé que
U CONVerge Vvers o, on peut en déduire que

t = Gluso(t,-)]

est constante. Avec le méme calcul que plus haut,

/|atuoo|2 = O

pour tout ¢ > 0, d’oll us, est un état stationnaire. ]
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Peut-on en dire plus en général 7 Pas vraiment. Le théoréme précédent nous
pousse a étudier plus précisément les états stationnaires, et nous laisse a penser
que la solution converge (le plus souvent mais pas toujours) vers un état stable.
On sait justement que 0 et 1 sont des états stables, mais il n’est pas trivial qu’il
ne puisse pas en exister d’autres (c’est méme faux en général). Ce “probleme” se
retrouve dans I’énoncé méme du Théoreme|3.2.6|: en effet, la seule conclusion est
“a extraction d’une sous-suite pres”, et si t, — oo et t, — oo sont deux suites
différentes alors il se pourrait a priori que wu(t,, ) — Uoo () et u(tn, T) = G ()
convergent vers deux états stationnaires différents !

Rappelons d’abord quelque définitions :

Definition 3.2.10 On rappelle qu’un état p est stable si
Ve>0, 36 >0, [up—plloc <= lut) —pllee <& ViE>0.
Un état est asymptotiquement stable si
30>0, |luo—plleo <= |lu(t) = pllec — 0 quand t — +oc.
1l est clair qu’un état asymptotiquement stable est stable.

Definition 3.2.11 Lorsque les propriétés ci-dessus sont vraies pour ug > p
(resp. up < p), on dit que p est (asymptotiquement) stable par au-dessus (resp.
en-dessous).

Theorem 3.2.12 Soit une équation de réaction-diffusion bistable posée sur un
intervalle [—L, L] en dimension 1.
Alors 0 et 1 sont les seuls états stables.

La preuve ci-dessous est assez complexe. Il existe un argument beaucoup plus
rapide, qui fait intervenir des outils d’une section suivante, et qu’on ne décrit
ici que brievement. La notion de stabilité asymptotique est liée a la notion de
stabilité linéaire (comme on lavait vu pour les équations différentielles). On
peut montrer que tout état stationnaire p entre 0 et 1, autre que 6 (qu’on sait
déja étre instable), est linéairement instable.

Pour cela il suffit d’observer que la dérivée p’ (qui est non triviale puisque
p ne peut pas étre constant) est fonction propre du probléme linéarisé en p,
avec condition au bord de Dirichlet. Ce qu’on entend par probleme linéarisé
n’est pas évident : on renvoie ici a la section sur les problemes hétérogenes. Plus
précisément, la valeur propre associée a p est 0. Bien que le probleme linéarisé
pertinent soit celui accompagné d’une condition au bord de Neumann, la condi-
tion au bord de Dirichlet nous permet d’appliquer un principe du maximum
et de conclure que la valeur propre principale (14 encore, on réfere a la sec-
tion suivante) est strictement positive : autrement dit, p est bien linéairement
instable.

On peut remarquer que cet argument utilise fortement la condition au bord
de Neumann. C’est compréhensible puisque le théoreme est faux en général avec
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une condition au bord de Dirichlet. De plus, I'instabilité linéaire est une pro-
priété assez forte. On pourrait par exemple en déduire que si une donnée initiale
est telle que la solution tend vers p quand ¢ — +o0, alors toute donnée initiale
plus grande est telle que la solution tend vers 1. Ce qui confirme les commen-
taires (plus bas apres la preuve suivante) comme quoi la convergence vers p ne
peut se produire qu’exceptionnellement.

Revenons maintenant & une preuve qui elle est accessible a ce stade. Tout
d’abord, introduisons un lemme qui découle facilement du Théoréme [3.2.3 ci-
dessus.

Lemma 3.2.13 Il n’existe aucun état stationnaire 8 < p < 1 autre que 0 et 1.
De méme, il n'existe aucun état stationnaire entre 0 et 6 autre que 0 et 6.

Proof. On ne traite que le cas d'un état entre 0 et 1, le cas d’un état entre 0 et
0 est identique. Soit # < p(x) < 1 un état stationnaire. Par le principe fort, soit
p =0, soit p =1, soit § < p(z) < 1 dans Q. Les deux premiers cas sont exclus,
et dans le troisiéme cas on peut glisser une constante sous p, i-e 6 + & < p(x)
pour tout x et € > 0 assez petit. Mais on sait que la solution de 'EDO issue
de 6+ ¢ € (,1) converge en croissant vers 1, donc par principe de comparaison
la solution issue de p(z), qui n’est autre que 'état stationnaire p(x) lui-méme,
converge vers 1. Ceci contredit p(z) < 1. ]

Ce lemma va nous étre utile dans la preuve du théoreme.

Preuve du théoréme [3.2.12 Supposons par contradiction qu’il existe un autre
état stable entre 0 et 1, que l'on note p. Dans un premier temps, on suppose
que p est aussi asymptotiquement stable.

Alors on peut montrer que I’ensemble des données initiales ug € C(Q2) qui
convergent vers p est un ouvert. En effet, soit ug une telle donnée initiale. Alors
il existe T tel que

)
(T, ) =p()lloe < 5

ou ¢ provient de la définition de la stabilité asymptotique. Alors il existe ¢ tel
que, pour tout vy et [[vg —uo|| < &, on a [[v(T, ) —u(T,")||ec < . On sait en effet
que les solutions de ’équation de réaction-diffusion dépendent continument de
la donnée initiale (c’est une conséquence du principe de comparaison, comme
on I’a vu au chapitre précédént). Il s’ensuit que v — p quand t — +oo.

De méme, ’ensemble des données initiales telles que la solution converge
vers 0 est ouvert. On considere ensuite une famille ordonnée o » de données
initiales, continue dans la topologie uniforme par rapport a A, telle que ugo =0
et up,1 = p. On note uy la famille de solutions qui correspond, qui est également
ordonnée et, pour tout ¢ et z,

0 < wpa(t,z) < p(z).
Clairement, il existe 0 < A, < A\* < 1 tels que
{Ae (0,1]| ux — 0} =1[0,A,)
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{>‘ € [071] | ux _>p} = ()‘*71]

Ces ensembles sont des ouverts de [0,1] d’aprés la discussion qui précede. De
plus ce sont des intervalles par monotonie en A, car les conditions initiales ug, x
sont ordonnées et donc les solutions correspondantes le sont aussi d’apres le
principe de comparaison). On choisit ensuite A € [, A*] (cet intervalle étant
possiblement un singleton). Alors uy ne converge ni vers 0, ni vers p. Donc,
a extraction d’une sous-suite pres, cette solution converge vers un nouvel état
stationnaire ¢ tel que 0 < g < p.
Il existe alors z € R tel que

q(- = 2) <p() et g(zo — 2) = p(zo)
pour un xg € [—L + 2, L]. En effet, il est clair d’apres le lemme plus haut que
ming < § <maxq , minp <6 < maxp.

Par conséquent, en translatant ¢ petit & petit vers la gauche ou la droite (mais
pas forcement dans les deux directions), on obtient un tel z qui est le premier
pour lequel il existe un point de contact. Sans perte de généralité (par symétrie),
on suppose que z > 0, ce qui revient a translater ¢ vers la droite. Si le point de
contact a lieu dans Uintervalle (—L + z, L), alors on peut appliquer le principe
du maximum et conclure que

q(- = 2) = p()

dans Vintervalle [—=L + z, L] (en effet ¢ < p au bord donc le principe fort s’ap-
plique). Si zy = L, alors 9,q(L — z) = 0, sinon cela contredirait le choix de z.
On peut donc appliquer de nouveau un principe fort (en fait le lemme de Hopf),
de sorte qu’a nouveau ¢(- — z) = p(+). Enfin, si zg = —L + 2, on a cette fois ci
0:p(—L + z) = 0 et on parvient & la méme conclusion.

Alors 0;p(—L + z) = 0,q(—L) = 0. Autrement dit, p satisfait ’équation de
réaction-diffusion sur [—L, L + 2] avec condition au bord de Neumann. Remar-
quons d’abord que, pour tout € (—L,—L + z), p(z) > q(—L) = p(—L + 2) :
autrement cela contredirait le choix de z. En particulier il est impossible que
p(—L+ z) > 0, car cela contredirait le lemme plus haut sur l'inexistence d’états
non triviaux entre 6 et 1. Donc p(—L + z) < 6.

Supposons ensuite que p(—L + z) = 6. Le lemme de Hopf implique alors que
p = 0, ce qui contredit notre hypotese que p est stable. Finalement, supposons
que p(—L + z) < 6. Alors, toujours d’apres notre choix de z, on a que ¢(—L) =
p(—L+z) <betq(-) <q(—L)sur (~L,—L+ z). Alors ¢ < 0 sur (—L,z’) ou 2’
est le premier point (éventuellement égal & L) olt la dérivée de ¢ s’annule. Cette
fois, on a construit un état stationnaire de I’équation avec condition au bord de
Neumann (éventuellement sur un sous-intervalle) entre 0 et 6, ce qui contredit
encore le lemme plus haut. Tous les cas nous ont menés a une contradiction.

Finalement, on peut bien conclure que p n’est pas asymptotiquement stable.
En fait, on a montré qu’entre deux états asymptotiquement stables, il existe un
autre état stationnaire, et qu’'en dimension 1 (la dimension 1 est importante ici)
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c’est impossible dans le cas bistable.

Il reste a étendre la preuve au cas ou p est seulement stable. Soit ug < p
une donnée initiale telle que ||ug — p||oo < 8, o1t 4 provient de la définition de la
stabilité de p. A extraction d’une sous-suite pres, la solution converge vers un
état stationnaire g < p tel que ||g—p||oo < €. Si g < p, alors le raisonnement plus
haut aboutit a une contradiction. Donc ¢ = p et, par principe de comparaison,
p est stable par en-dessous. De méme on peut montrer que p est asymptotique-
ment stable par au-dessus. On est donc ramenés au cas précédent et le théoreme
est démontré. ]

Moralement, on imagine que la convergence en temps long dans le Théoreme
plus haut devrait se faire vers un état stable. Ce n’est pas vrai en général,
il est possible de converger vers un état instable (non stable) lorsqu’il existe : un
cas trivial est la solution identiquement égale a cet état instable, mais il en existe
d’autres. Néanmoins, la convergence vers un état instable est un événement rare
(on ne donnera pas plus de détails), c’est pourquoi il est utile de répertorier les
états stables.

Remark 3.2.14 On serait tenté de penser qu’il n’existe pas d’autre état instable
que 0. Mais c’est faur en général, méme en dimension 1! Il est facile de le voir
sur exemple suivant : supposons que Q = [—m, 7| et que f(u) = u — 6 sur un
voisinage de 6.

Alors il existe des états stationnaires du type

0+ dcosx

pour § suffisamment petit, qui d’aprés le théoreme précédent ne sont pas stables.

La conclusion a laquelle on parvient, méme si elle n’est que formelle, est qu’en
dimension 1 et sauf pour de rares conditions initiales, la solution doit tendre
soit vers 1 (persistance de la population) soit vers 0 (extinction).

En dimension quelconque, et selon la géométrie du domaine, cela n’est plus
vrai! Un contre-exemple est en effet connu. Soit un domaine constitué de deux
boules By et By reliées par un passage étroit. Alors, sous certaines conditions
géométriques, il existe deux états stables p; (i = 1,2), chacun étant supérieur &
0 dans B; et inférieur a 0 dans ’autre boule.

De plus, chacun de ces états attirent bien de nombreuses conditions initiales :
si la donnée initiale est supérieure & 6 dans Bp et inférieure dans Bs, elle ne
va tendre ni vers 1, ni vers 0 mais vers p;. Si la donnée initiale est supérieure
a 0 dans les deux boules, elle va tendre vers 1 et si elle est inférieure dans les
deux boules, elle va tendre vers 0. Moralement (et cette interprétation a un sens
biologique), lorsque le passage est trop étroit entre les deux environnements
que sont By et By, trop peu d’individus parviennent a passer de I'un a l'autre.
En quelque sorte, la population de chaque boule se comporte independamment
de l'autre. Pour une équation monostable, le probléme ne se pose pas puisque
chaque population est capable de se développer d’elle-méme.
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La preuve fait appel & une construction un peu particuliére de sur et sous-
solutions, c’est pourquoi on 'omet ici. On souhaite juste souligner la difficulté
de la classification des états stables, méme pour des équations assez simples.

3.2.2 Condition au bord de Dirichlet

Ce cas la est bien différent du cas Neumann. En effet, les zeros de f (autres
que 0) ne sont plus des états stationnaires mais seulement des sur-solutions,
puisqu’ils ne satisfont pas la condition au bord. De plus, il n’est plus possible de
comparer les solutions de 'EDP avec celles de 'EDO associée : méme si toute
solution non triviale est instantanément positive dans €2, son infimum lui est
bien 0 du fait de la condition de Dirichlet sur 0.

Cela signifie-t-il que le comportement des autres solutions va aussi étre
différent du cas Neumann? D’apres l'interprétation de la condition au bord
de Dirichlet, on peut imaginer que oui. Nous allons voir que méme dans le cas
monostable, la survie de I’espece n’est pas garantie :

Theorem 3.2.15 Soit f € C! telle que f(0) =0, f(u) <0 pour tout u > 1.

Alors il existe R > 0 tel que, si Q C Bg et pour la condition au bord de
Dirichlet, quelle que soit la donnée initiale uy € C(Q) on a que u(t,x) — 0
uniformément.

On peut réduire R sans perte de généralité dans ce théoréeme, et il faut donc
I'imaginer petit. En particulier, dans un premier temps on peut comprendre ce
résultat ainsi : “si le domaine est trop petit, alors ’espece s’éteint’. En fait il ne
s’agit pas vraiment de la “taille” du domaine, mais de savoir si tous les points
de € sont proches du bord, comme on y reviendra plus loin.

Proof. Tout d’abord, les solutions positives de I’équation différentielle v’ = f(u)
sont sur-solutions de I’équation de réaction-diffusion avec condition au bord de
Dirichlet. En particulier, il est clair que pour toute donnée initiale bornée, il
existe T' > 0 tel que

maxu(T,-) < 2.

On pourrait bien str prendre n’importe quel nombre supérieur a 1 a la place
de 2. L’important est ici d’avoir une borne supérieure commune a toutes les
solutions (méme si le temps T lui dépend bien de la donnée initiale et pourrait
étre tres grand).

Construisons ensuite une sursolution qui, au temps 0, est supérieure a 2. On
rappelle que R > 0 est tel que Q C Br. On pose

_ - —t K
u(t,z) = 10e”" cos (4Rx1> .
On a bien -
(0, ) > 10cos(m/4) > 2 dans (2,

et
u(t,z) >2e >0 sur Of).
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Par hypothese sur la non-linéarité f on peut choisir une énorme constante X > 0
telle que f(u) < Ku pour tout u > 0. On a donc enfin, pour tout t > 0 et x € Q,

ou—Au— f(u) > ou—Au—Ku
2
_ —t o _ ~ _
= 10e cos(4Rx1)[ 1+16R2 K}
> 0,

otl la derniére inégalité vient du fait que si R < 1 le terme positif en 1/R?
I’emporte sur les deux autres. Si R est assez petit, alors u est bien une sur-
solution. Par principe de comparaison, on en déduit que, pour toute donnée
initiale, il existe T" > 0 tel que la solution satisfait

u(t+T,z) <u(t, )

pour tout ¢ > 0 et x € . On conclut que u — 0 uniformément (et méme expo-
nentiellement en temps!). n

Meéme dans le cas monostable, il n’y a en général pas de hair-trigger effect
lorsque la condition au bord est de type Dirichlet. Plus précisément, le résultat
précédent montre que le probleme se pose lorsque le domaine est trop petit.
Cela peut facilement s’interpréter : la frontiére du domaine est extrémement
défavorable (puisque u|go = 0 la population n’a pas le droit de se développer au
bord), il vaut donc mieux que l'intérieur du domaine soit “grand” en un certain
sens pour que la population puisse se tenir & une distance suffisante de cette
frontiere.

Remark 3.2.16 Si l’on regarde bien la preuve ci-dessus, le critere décisif n’est
pas la taille du domaine ), puisqu’on a seulement utilisé le fait que Q C
[-R,R] x RN=Y (qui est de mesure infinie donc pas particuliérement petit!).
1l faut donc plutét comprendre, de maniere cohérente avec l'interprétation qui
précede, que c’est la taille du sous-ensemble de Q) constitué des points ”éloignés”
de la frontiére qui est important. Dans la preuve ci-dessus c’est bien le fait que
[~ R, R] x RN~ était suffisamment fin qui a permis de conclure, en particulier
tous les points étaient au plus a distance R (petite) du bord, donc proches de la
frontiére défavorable.

Selon cette interprétation, au plus le domaine est ”grand”, au plus les chances
de survie de I'espece sont grandes également. Ce résultat est une conséquence
immeédiate d’un principe de comparaison :

Theorem 3.2.17 Soient Q1 C Q9 et ug une donnée initiale continue et bornée,
qui vaut 0 dans Q2 \ Q1. On note ul et u? les solutions associées & la condition
initiale ug pour chacun des problémes posés dans 21 et Qo avec condition au
bord de Dirichlet (sur 02 pour u' et sur OQy pour u?, donc).

Alors u' < u? pour tout t > 0 et x € Qy. En particulier, si u?> — 0, alors
ul = 0; et bien sir par contraposée, si u' survit i.e. ne converge pas vers 0 en
temps grand, alors u? survit également.
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Proof. En appliquant le principe de comparaison & u? sur Qs on a d’abord que

u? > 0 partout, en particulier sur 92; C Q. Il suffit ensuite de comparer (la
restriction & €y de) u? et u', vues respectivement comme sur-solution et solu-
tion de I’équation de réaction-diffusion posée dans €2y, avec condition au bord
de Dirichlet et méme donnée initiale. [

Il reste néanmoins a montrer que, lorsque le domaine est suffisamment grand,
la population survit effectivement. On se concentre d’abord sur le cas monostable
KPP, qui est le plus simple et dans lequel on peut obtenir plus d’informations.

Theorem 3.2.18 Soit [ du type monostable KPP, i.e. monostable et f(u)/u
décroit strictement (en particulier f'(0) > 0). Alors il existe R > 0 tel que, si
Bgr C Q, on a pour le probléme avec condition au bord de Dirichlet que :
— 1l existe un unique état stationnaire positif p, qui vérifie de plus 0 <
p(r) <1 dans Q;
— pour toute donnée initiale continue, bornée et non identiquement nulle,
la solution converge uniformément vers p.

Ce théoréme est (entre autres) un résultat de persistance : en effet la donnée ini-
tiale peut étre arbitrairement petite, la solution convergera toujours vers ’état
stationnaire positif. Comme on I’a fait plus haut, on parle aussi de “hair-trigger”.
Par opposition au Théoréme sur 'extinction, dans lequel il fallait lire
“pour tout R assez petit”, il faut ici lire “pour tout R assez grand” afin de
garantir la persistance.

Proof. La preuve est séparée en plusieurs parties. Tout d’abord, montrons 1'uni-
cité, mais pas 'existence, de ’état stationnaire positif.

Unicité de l’état stationnaire : Soient p; et py deux états stationnaires posi-
tifs. Par continuité et puisque €2 est borné, ces deux états sont bornés. De plus,
par le lemme de Hopf vu au chapitre précédent, pour tout x € 952,

anpl (17)7 6np2(x) <0.

De nouveau par continuité,

sup max{anp1($)7anp2($)} <0.
€N

On peut en déduire qu’il existe § > 0 assez grand tel que

Op1 > po

dans €. Soit ensuite
0" = 1nf{0 > 0| 9p1 > p2}.

Par le méme argument que ci-dessus on a 6* > 0 strictement, et par continuité
on a -
0 p1(z) > pa(x) dans
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et on a soit un point de contact intérieur
0*p1(xo) = pa(zo), xp € ,
soit un contact d’ordre un sur la frontiere
On0*p1 (o) = Onpa (o), Ty € 0N).

Supposons sans perte de généralité que 6* > 1 (sinon, il suffit d’inverser p; et
p2). Alors 6*p; satisfait

00" p1 — A0 py — f(0"p1)
0—6"Apy — 60" f(p1)

>
> 0,

oll on a utilisé la décroissance de u — % pour écrire f(0*p;) < 0* f(p1) dans la

premiére inégalité. Donc 6*p; est sur-solution (elle vérifie bien siir la condition
de Dirichlet au bord). Que le point de contact xg soit a I'intérieur ou au bord,
on peut appliquer soit le principe de comparaison fort soi le lemme de Hopf
pour conclure que

0*p1 = pa.

Mais en répétant le calcul plus haut et en utilisant la décroissance stricte de
f(u)/u, on observe que 6*p; n’est solution que si §* = 1. Finalement p; = po.

Ezistence d’une solution stationnaire positive : I’argument ci-dessous servira
en fait aussi pour la convergence. Nous allons en effet construire une sous-
solution du probleme dans €2 avec condition de Dirichlet. Le calcul est un peu
similaire au théoreme plus haut mais est plus subtil, d’'une part parce qu’on ne
peut pas réduire & une dimension comme on l’avait fait, mais aussi parce qu’il
est plus délicat de traiter la nonlinéarité.

Pour présenter I'idée, considérons d’abord le cas linéaire en dimension N = 1,
ie. avec @ C Ret f(u) = f/(0)u (ce qui n’est bien str plus monostable KPP).

Soit alors -
ug(x) = cos (Em) .

Alors
72

Drug — Augy — f'(0)uy = (4R2 - f/(0)> uy <0

si R est assez grand, de maniére similaire au calcul plus haut. Si (=R, R) =
), c’est donc une sous-solution. En particulier, si u est solution de ’équation
linéaire avec donnée initiale u,, on a pour tout ¢ > 0 que

u(t, ) = uo ().

En appliquant de nouveau un principe de comparaison, on peut aussi en déduire
que u est croissante en temps (un argument similaire avait été évoqué au premier
chapitre).
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En effet, pour tout ¢ > 0 on a dans un premier temps que u(t,.) > ug(.),
puisque u est sous-solution. Soit ensuite h > 0 fixé : en voyant @(t) := u(t + h)
comme la solution du probléme de Cauchy issue de la condition initiale @(0) =
u(h), et comme on vient de montrer que u(h,.) > u(0,.) = uy(.), on a des
données initiales ordonnées @(0,.) > u(0,.). Par principe de comparaison on en
déduit que a(t,.) > u(t,.) pour tout ¢, h > 0, ce qui signifie que u(t+h,.) > u(t,.)
et donc u est bien croissante en temps. .

Ce n’est pas le cas ici mais s’il existait un état stationnaire positif, ou méme
une sur-solution bornée, on pourrait borner u par au-dessus et forcer cette so-
lution a converger.

Revenons donc maintenant au cas monostable KPP et multidimensionnel.
Quitte & agrandir un peu le rayon de la boule incluse dans €2, on peut supposer
que le pavé Pr = [ R, R]N C Q. On définit alors

ug(z) = d cos (%xl) X -+ X COS (%x]v) ,
qui s’annule bien sir au bord dPg. En utilisant la relation élémentaire
9 0 2 T
9,, cos (ﬁzz) =i cos (ﬁxl) ,

2
Ay (z) = - NTRQHO(I)-

Comme uy(z) < § et f est C1, en choisissant § < 1 assez petit on a ensuite

on calcule facilement

/
8t@0 - AHO - f(!o) < 0- AHO - @Qo

2 f/(0
= {N i H o
- 7f/i0)20 0

pour R > 0 assez grand (le terme N % peut étre rendu aussi petit que voulu,
en particulier plus petit que f'(0)/4).

Donc ug est sous-solution sur le domaine Pr. On étend maintenant u, par
0 dans Q \ Pgr, et on note u la solution associée pour I’équation de réaction-
diffusion posée dans €). Par le principe de comparaison sur Pg, il est clair que
u(t,-) > uy(-) dans Pg, donc dans €2, pour tout ¢ > 0.

Remark 3.2.19 Une remarque s’impose ici : la frontiére du pavé n’est évidemment
pas réguliere, comme on l’avait pourtant supposé au chapitre précédent. Néanmoins,
il est facile de vérifier que le principe de comparaison s applique toujours lorsque

la condition au bord est de type Dirichlet (si une sous-solution “rattrape” une
sur-solution, c’est forcément a l'intérieur du domaine et on peut alors se rame-
ner au cas ot le domaine est une boule). Au contraire lorsque la condition au
bord est de type Neumann (ou Robin), la régularité du bord intervenait claire-
ment dans la preuve du lemme de Hopf.
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En procédant comme précédemment, une nouvelle utilisation du principe de
comparaison implique que u est croissante en temps. De plus u(t,z) < 1, car 1
est une sur-solution de ’équation avec condition de Dirichlet. On peut donc en
déduire que u converge simplement vers une fonction p(z) < 1 pour t — oo.

Il découle ensuite des estimations paraboliques du chapitre précédent que p
est une solution stationnaire. En effet, pour toute suite ¢, — oo et & extraction
d’une sous-suite pres, on a que u"(t,x) = u(t, + t,z) converge uniformément
sur [0,7] x Q (pour tout T' > 0), ainsi que ses dérivées. On rappelle que les esti-
mations s’appliquent en deux temps : u” est uniformément bornée, donc f(u™)
Pest aussi, et une premiere estimation (voir Schauder et remarque nous
dit que u" est uniformément bornée dans C%®. On peut ensuite appliquer la
seconde estimation Hoélder qui nous dit que les dérivées de u™ sont également
C%°. En appliquant le théoréme d’Ascoli-Arzela, on obtient (3 extraction d’une
sous-suite p(n) — oo pres) que u,, — u., uniformément localement en temps,
c’est-a-dire uniformément sur tout compact fixé [0, 7] x 2, et comme les dérivées
convergent également on sait que u., est solution du probléme. Remarquons
qu’ici il n’est pas nécessaire de prendre un intervalle de temps [r,T] avec T > 0,
puisqu’on regarde déja la solution pour des temps grands donc strictement po-
sitifs. Pour tout ¢ > 0, et comme on savait déja que u(t,z) — p(x) pour t — oo,
on adonc u.(¢t,x) = lim u™(t,z) = lim w(t+t,,x) = p(z), et on conclut bien

n—oo n—oo

que p(x) est solution stationnaire. On remarque également que par construction
on avait 0 < ug(z) < w(t,z) < 1, donc par passage & la limite t — oo on a
ug(z) < p(z) < 1. Comme u, # 0 on ne peut pas avoir p = 0, donc le principe
du maximum fort donne 0 < p(z) dans Q. De méme, comme p|lspg = 0 on ne
peut pas avoir p = 1, donc p < 1 dand Q (et méme dans ).

Conclusion de la preuve : On a montré I’existence d’un unique état station-
naire positif p. On a également montré, méme si c’était implicite, que certaines
solutions convergent vers cet état stationnaire positif : il suffit de choisir la
donnée initiale entre w, et p. Pour montrer que cette convergence est en fait
vraie pour toute donnée initiale, il suffit d’utiliser un principe du maximum fort
et de choisir § > 0 suffisamment petit dans la définition de wu,.

Plus précisément, le principe du maximum fort donne que la solution (¢, x)
issue d’une donnée initiale ug(z) > 0 arbitraire vérifie u(tg, ) > 0 dans Q pour
tout tq > 0 fixé, donc par continuité u(tg,z) > § > 0 dans le compact Pr
pour une certaine constante 6 > 0. La sous-solution construite ci-dessus, qui est
justement plus petite que §, permet de glisser dessous uy(z) < § < u(tg, x) pour
tout € £, et par comparaison ug(z) < u(t,z) < u(t + to,z) pour tout t > 0.
Comme on I’a montré précédemment, la solution u converge en temps grand
vers I'unique solution stationnaire p, et on en déduit alors que

lmjnf i u(t, ) = p(2) 2.0
D’autre part, soit M > max{||ug||ec, 1}, qui est une sur-solution de I’équation de
réaction-diffusion dans €2 avec la condition au bord de Dirichlet. Avec un argu-
ment symétrique a celui ci-dessus, la solution @ associée a la donnée initiale M



3.2. LE CAS HOMOGENE 67

décroit en temps donc converge vers une solution stationnaire g (éventuellement
la solution nulle). Puisque M > u, on a que u(t,-) > u, pour tout temps positif,
et en passant a la limite ¢ > u,, est non triviale. Par conséquent ¢ = p I'unique
solution stationnaire.
Enfin, puisque ug < M, une derniere application du principe du maximum

nous dit que

lim sup sup u(t, x) — p(z) < 0.

t—+o00 z€N

Par conséquent u converge uniformément vers p.

Une méthode alternative consisterait a utiliser la méme fonction de Lya-
punov qu’on avait utilisé pour I’équation bistable avec condition au bord de
type Neumann (qui fonctionne également pour d’autres nonlinéarités et une
condition au bord de type Dirichlet). Cette fonction garantit que toute sous-
suite convergente wu(t,,-) converge vers une solution stationnaire. Ici, comme
on a une borne uniforme u(t, z) < max{||ug||co, 1}, les estimations paraboliques
permettent d’extraire une suite de temps ¢, — oo telle que u(t,, ) — Uso(x)
uniformément dans {2, avec us, une solution stationnaire. Comme plus haut,
on peut choisir § assez petit de sorte que us () > uy(x). Par unicité des états
stationnaires u,, = p on conclut qu’en fait cette convergence a lieu pour toute
suite t,, — oo, c’est-a-dire que u(t,) — p(.) pour t — oco.

Dans tous les cas, on s’est servi de la sous-solution u, pour garantir que
Uoo(z) = limu(t,, z) était non triviale, ce qui aurait pu arriver a priori en sa-
chant uniquement que u, était une solution stationnaire (zéro étant bien sir
un état stationnaire!). [

Finalement on sait, au moins dans le cas monostable KPP, comment se com-
portent les solutions quand le domaine est "grand”, et quand il est ”petit” (on
insiste encore sur le fait que le Théoreme de persistance ne s’applique
qu’au cas monostable KPP). Nos résultats ne sont cependant pas généraux et la
question des domaines ”ni grands ni petits” reste ouverte a ce stade du cours,
méme pour le cas KPP. Grossierement, les arguments ci-dessus sont limités
par le fait qu’on a construit les sur et sous-solutions de maniere explicite sur
des domaines particuliers. Il existe néanmoins des outils plus abstraits qui per-
mettent de traiter le cas général. Le théoréme suivant est un cas particulier du
cas hétérogene qu’on considérera dans la section suivante, et on 'admet donc a
ce stade :

Theorem 3.2.20 Sous les hypotheses plus haut, on considere le cas d’une équation
de réaction-diffusion avec f monostable KPP, dans un domaine ) borné et avec
une condition au bord de type Dirichlet.
Alors l'un des deux énoncés suivant est vrai :
— il n’existe aucun état stationnaire positif, et toutes les solutions convergent
uniformément vers 0 quand t — 400 ;
— il existe un unique état stationnaire positif p, et toutes les solutions non
triviales (i.e. non identiquement nulles) convergent uniformément vers p
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quand t — +00.

Le critere qui déterminera laquelle des deux alternatives ci-dessus a lieu est le
signe de la valeur propre principale du probléeme linéarisé en u = 0.

Dans le cas bistable, il est aussi possible de montrer le théoreme ci-dessous :

Theorem 3.2.21 Sous les hypotheses plus haut, on considere le cas d’une équation
de réaction-diffusion bistable, dans un domaine 2 borné avec condition au bord
de Dirichlet. On suppose de plus que

1
f(s)ds > 0.
0

Alors il existe R > 0 tel que, si Br C 2, les solutions associées a certaines
données initiales convergent vers un état stationnaire positif.

Remarquons que, comme dans le cas Neumann, on ne peut pas espérer I'unicité
de I’état stationnaire positif dans le cas bistable. Discutons rapidement 1’hy-
pothese de positivité de I'intégrale de f. Grossierement, la partie positive de f
est plus importante que sa partie négative : si 'on regarde I'EDO, cela signi-
fie que I’état 1 est en un certain sens plus stable que ne ’est 0. On donnera
seulement un plan de la preuve en dimension d’espace N = 1 (mais le résultat
est bien str valable en dimension quelconque). Des arguments similaires seront
utilisés dans un chapitre suivant et on pourra éventuellement revenir alors a ce
résultat.

Preuve en dimension N =1. On regarde la solution de 'EDO

p'(r) + f(p(r)) =0, r=0

p(O) =7
p'(0) =0,
ou’ = d% et le parametre v € (0, 1) est choisi tel que

/07f>0.

On veut montrer que p(r) vient toucher 0 & distance finie de » = 0, afin de
construire une sous-solution a support compact. En remarquant que p(r) est
strictement concave tant que p € (6,] et strictement convexe dés que p € (0, 6)
(avec inflexion quand p croise 6), une rapide analyse qualitative de 'EDO ci-
dessus nous informe que p > 0 et p’ < 0 jusqu’a un certain R > 0 critique, qui
vérifie soit

p'(R)=0et0<p(R)<6@  avec R € (0,+00],

soit
p'(R)<0etp(R)=0  avec R < +oo.
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Montrons que le premier cas ne peut pas se produire. Par ’absurde, en multi-
pliant I’équation par p’ et en intégrant entre 0 et R, on obtiendrait

R ! 2 ! 2

P(R)" —p'(0)
0= [+ s yar = P EEE L P(R) - FO) = F(r) - Plo)
0

ol F' est une primitive de f (ceci a du sens y compris dans le cas R = o0, en
abusant un peu des notations). Par choix de 7, il est facile de vérifier que

F(y) — F(p(R)) = / />0,

p(R)

et ’égalité ci-dessus est donc impossible. On conclut que R € (0, +00), que
p'(r) < 0 pour r € (0, R],

et
p(R) = 0.
On pose ensuite
ug(x) = p(|z),

qui est donc de classe C? sur Br = (—R, R). Par construction wu, est solution
stationnaire sur Bg, donc en particulier c¢’est une sous-solution. On en déduit
par un argument similaire a précédemment que, si Bg C €2, la solution u(t,.)
dans le domaine 2 associée a la donnée initiale u, (étendue par zéro en dehors
de Bp) est croissante en temps, et converge vers un état stationnaire positif
(car au-dessus de uy # 0). La convergence s’étend immédiatement & toutes les
données initiales coincées entre u, et cet état stationnaire. ]

Remark 3.2.22 En dimension supérieure la stratégie est trés similaire. Flle
consiste a construire une bonne sous-solution a symétrie radiale, i.e. de la forme
q(|z|), & support dans une boule Br. Toutefois, en dimension N le Laplacien
radial s’écrit Aq = q" + %q’, et le terme supplémentaire #q’ a le mauvais
signe lorsque q est décroissante (ce qui se produit forcement pour une fonction
positive & support compact).

L’idée est de tirer profit du fait que # est petit lorsque r est grand. En
effet, il existe ro > 0 assez grand tel que la solution p de ’EDO p" + #p’ +
f(p) = 0 avec p(rg) = 7 (v est choisi de la méme maniére que ci-dessus) et
p'(ro) = 0 s’annule en ro + R et est décroissante sur (ro,7o + R). Il s’agit
juste de dire que cette solution est proche, lorsque r est grand, de celle qu’on
a construite plus haut (continuitié des solutions d’une équation différentielle en
ses parametres). Ensuite, on définit

Y st |I’| < 7o,
ug(z) = q(|z]) = ¢ p(z[)  silz] € (ro,r0 + R),
0 si |x| > 7o + R.

Cette fonction est une sous-solution et, en l'utilisant comme donnée initiale, le
méme argument qu’en dimension 1 fonctionne. Il y a toutefois un piége : cette
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fonction n'est pas C? (au voisinage de la sphére de rayon ro)! En fait, c’est
ce qu’on appelle une sous-solution généralisée, car la continuité C* suffit ici &
appliquer le principe de comparaison. On peut retrouver ce principe a laide des
outils développés au chapitre précédent. Pour cela, il faut appliquer un principe
de comparaison sur chaque partie du domaine By, Byy+r\Br, et RV\ B+ r (ce
qui permet de montrer qu’une sous et une sur-solution initialement ordonnées
ne peuvent pas s’y toucher), ainsi qu’un lemme de Hopf aux interfaces entre ces
domaines (ce qui permet de montrer qu’une sous-solution et une sur-solution ne
peuwvent pas s’y toucher avant qu’un point de contact soit apparu a lintérieur
de l'un de ces domaines).

3.2.3 Condition au bord de Robin

Nous nous contenterons d’un simple théoreme, qui permet d’étendre un cer-
tain nombre de théoremes vus plus haut au cas d’une condition au bord de type
Robin (9,u + qu = 0 sur 99Q).

Theorem 3.2.23 Soit une équation de réaction-diffusion quelconque (avec uni-
quement Uhypothése f(0) = 0 et f(u) < 0 pour w > 1). On note up, un, ug,
et ug, les solutions de cette équation avec respectivement une condition au bord
de Dirichlet, Neumann, Robin avec ¢ > 0 et Robin avec g2 > 0. La donnée ini-
tiale ug(x) > 0 est commune auzx quatre solutions et est supposée suffisamment
réguliere. On suppose de plus q1 > qo.
Alors
up <ur, <UR, <UN.

Ce théoréme découle immédiatement d’un principe de comparaison (ou plutot
d’un principe de comparaison par inégalité ci-dessus). On pourra simplement
insister sur l'interprétation : la condition de Robin signifie (lorsque ¢ > 0, ce
que 'on avait supposé lorsqu’on l'avait définie) qu’il y a une perte au bord, i.e.
certains individus quittent ’environnement. Il est donc naturel que la population
soit moindre que dans le cas Neumann, pour lequel il n'y a pas de perte. De
méme, au plus la perte est forte (au plus ¢ est grand), au plus la population est
petite. Enfin, la condition de Dirichlet peut formellement étre comprise comme
la limite d’une condition de Robin lorsque ¢ — +o0...

Corollary 3.2.24 Sous les hypothéses du précédent théoréme, supposons que
up tend vers 0 et que uy tend vers un état stationnaire positif (on a vu qu’une
telle situation pouvait exister). Alors il existe un ¢* € [0,400) U {400} critique
tel que ur tend vers 0 si q > q* et seulement si g > q*.

Noton que dans ce corollaire, on permet a ¢* de dépendre de la donnée
initiale ug. Dans le cas KPP, on peut montrer que ce n’est en fait pas le cas et
que ¢* est le méme quelque soit la donnée initiale (non triviale en tout cas), car
le comportement des solutions est toujours dicté par la premiere valeur propre
du probleme linéarisé en 0. Une telle approche sera développée dans la suite de
ce chapitre.
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Remarquons ensuite que méme si 'existence d’un tel ¢* est claire (il suffit de
prendre ¢* comme l'infimum tel que la solution converge vers 0, puis d’utiliser
le théoréme précédent), on pourrait vouloir plus d’informations. Par exemple
on peut montrer que lorsque g < ¢*, non seulement la solution ne converge pas
vers 0 pour t — oo (c’est la contraposée du “seulement si” dans ’énoncé), mais
elle ne converge pas non plus vers 0 a extraction d’une sous-suite pres t,, — oo(
ce qui est un résultat plus fort).

En effet, supposons qu'’il existe une suite ¢, — oo telle que u(t,,-) — 0.
Comme on sait que u(t,-) ne peut pas converger uniformément vers zéro, il
existe une suite de points z,, € et une suite de temps s, — 0o telles que

W(Smy Tm) =€ >0

pour un certain € > 0. En procédant exactement comme dans la preuve du
Théoreme on peut montrer que u(s,,,.) — p(.) uniformément dans €,
ou p est un état stationnaire (il faut éventuellement pour cela extraire une
sous-suite de s,,, mais dans ce cas la suite extraite satisfait toutes les mémes
propriétés donc on ne la renomme pas). Comme ©(S,, ) > € > 0 on ne peut
pas avoir p = 0, donc d’apres le principe fort p(x) > 0 partout dans Q (le fait
que p soit strictement positif jusqu’au bord est crucial, et marche ici car on a
la condition de Robin). Comme u(t,,-) — 0 et u(sy,:) — p(-) > 0 on a, pour
ng et mo grands mais fixés,

W(Smgy ) > U(tng, )-
Par principe de comparaison,
U(Smg + T, ) > ultn, +t,-), Vit > 0.
Autrement dit, pour ¢ > t,, assez grand,
Ut + Smo — tngs ) > ult, ), Vit > tn,.

A ng fixé on peut augmenter mg si besoin et supposer sans perte de généralité
que T' = 8y, — tp, > 0, et on a donc

u(t+T,-) > ult,-), Vi > t,.
En prenant ¢ = ¢ + T au lieu de ¢ ci-dessus on a
wt+2T, ) =ult' +T,-) >ut',) =ut+T,) > ult,-).
Par récurrence immédiate, on voit que
u(t+ 5T, x) > u(t, ), VieN,Vt>t,,VreQ.

Comme T > 0, pour tout nouvel entier & il existe jy, tel que (jr—1)T < tg < 5T
D’aprés les estimations standard, ug(r,2) = u(ty + 7,2) — 0 localement
uniformément en temps et en espace (puisque la donnée initiale ux(0,.) =
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u(ty,.) — 0 par hypothese). Soit finalement 7, = (jpT — tx) + Sm, > 0 :
comme |jpT — | < 1 et que S, > 0 est fixé, on voit que 7, > 0 reste borné.
On a donc ug(7k,.) — 0 uniformément sur 2, mais d’autre part en prenant
T = T, €t t = 8, > tp, dans l'inégalité précédente

0 <e¢ S u(smmmmo) S U(Sm0+jkT7 'Tmo) = u(tk+Tk7 xmo) = Uk(Tk,me) m 0,

ce qui est absurde.

Remark 3.2.25 Concluons cette section en insistant sur l’omniprésence des
principes de comparaison tout au long de ces arguments !

3.3 Le cas KPP hétérogene en espace
On s’intéresse maintenant a I’équation
Opu = DAu+ f(z,u),

sous les hypotheses données en début de chapitre. Cette fois-ci, la fonction f
dépend effectivement de x, mais le cas homogene peut bien sir étre vu comme un
cas particulier. Cette généralisation est naturelle pour la modélisation : on peut
par exemple imaginer que la distribution des ressources n’est pas uniforme dans
I’espace, ce qui a un effet sur la reproduction de I’espece. On attire aussi l’at-
tention du lecteur sur la présence d’un coefficient de diffusion D > 0, qui n’était
pas inclus dans ’analyse précédente : on en discutera pour discuter rapidement
en fin de section la fagon dont la diffusion peut influer sur le comportement en
temps grand de la solution.

Pour fixer les idées, nous considérerons ici une condition au bord de type
Dirichlet, mais les étudiants pourront se convaincre que tous les arguments fonc-
tionnent également pour des conditions au bord de type Neumann ou Robin.

Comme le titre l'indique, on ne considérera ici que le cas KPP (on n’a vu
que le cas bistable, méme homogene, est déja difficile). Plus précisément, on
supposera toujours que

fect(QxR)
flz,u=0)=0 , IM >0, Yu>M, f(z,u) <O0.

Par KPP, on signifiera ici que

fz,u)

Ve, uw— strictement décroissante .

Jusqu’ici, on avait toujours associé le mot KPP a “monostable”. On ne le fait pas
ici car le sens de “monostable” n’est plus aussi évident dans le cas hétérogene.
On pourrait supposer que u — f(z,u) est monostable pour tout ¢ et x, mais
ce serait réducteur car nos arguments sont plus généraux : nous ne ferons donc
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aucune hypothese de monostabilité, méme si typiquement on pourra garder ce
cas en téte.

L’avantage de 'hypothese KPP est que le probléme ressemble beaucoup au
probléeme linéaire. En effet, cet hypothese implique que

fz,u) < 0y f(x,0)u.
En particulier, les solutions de I’équation linéaire
Oru = DAu+ 9, f (z,0)u

sont sur-solutions de ’équation KPP. Par application du principe de comparai-
son, les solutions de 1’équation KPP peuvent étre estimées par au-dessus par
des solutions de I’équation linéaire.

Par ailleurs, pour tout € > 0, il existe un voisinage de u = 0 tel que dans ce
voisinage,

f((E,’LL) > (8uf(x70) - 8)’(1,.

Par conséquent, les solutions de 1’équation linéaire
Ou = DAu+ (0, f(2,0) — €)u,

tant qu’elles sont proches de 0, sont sous-solutions de I’équation KPP. Cela de-
vrait donc nous fournir une estimation par en-dessous des solutions de I’équation
KPP.

3.3.1 Probleme linéaire et fonctions propres principales

La discussion ci-dessus nous invite a considérer d’abord le cas linéaire. Nous
nous intéressons donc dans cette section aux solutions de

Ou = DAu+ 0, f(z,0)u.

Pour comprendre la méthode que nous allons introduire, considérons un systeme
d’équations différentielles
Oru = Au

ot1 u(t) est & valeurs vectorielles dans RY et A est une matrice. Alors les solutions
peuvent étre décomposées en une combinaison linéaire. Plus précisément, on
peut construire une base de vecteurs propres de espace des solutions (alors
R™), et les solutions s’écrivent

U= E e’\itvi

ou les v; satifont
A’UZ' = )\ﬂ)i

Finalement, le terme important dans cette somme est celui pour lequel \; est
maximal. Le fait que la solution converge vers 0 dépend essentiellement de ce
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terme-ci. Notre but dans cette section sera donc de construire, pour 1’équation
de réaction-diffusion linéaire, une fonction qui jouera le méme réle que ce vec-
teur propre.

Considérons donc le probleme de valeur et fonction propre
DAp + 0y f(x,0)p = Ap, dans Q,
p(r) =0 sur 0.

On impose de plus que ¢ # 0. On a choisi une condition de Dirichlet comme
dans le probleme originel, mais c’aurait pu étre une autre condition au bord.
Dans ce probléme, il y a bien deux inconnues : trouver la valeur propre \ et
la fonction propre associée ¢. La fonction propre peut bien stir étre définie a
multiplication par un facteur réel non nul pres. On peut donc sans généralité
ajouter la condition

||90||oo =1,

appelée normalisation.

Dans cette section nous allons prouver le théoreme ci-dessous :

Theorem 3.3.1 ] existe un unique \; € R et une unique fonction 1 € C%(Q)
satisfaisant les équations ci-dessus ainsi que p1 > 0 dans Q.
De plus, A1 est la plus grande valeur propre de [’opérateur

0 € CHQ) N {p =0 sur 0Q} — DAy + 0y f(z,0)¢.
Elle est appelée valeur propre principale

Ce qui comptera vraiment pour nous est le fait que la fonction propre ¢ est
positive. Elle pourra donc servir a encadrer les solutions qui nous intéressent,
qui sont toujours positives. Le fait que A; soit la plus grande valeur propre ne
sera pas directement utilisé dans nos arguments plus bas, mais il permet de
comprendre ce qui se passe : comme pour le systeme d’équations différentielles
formellement décrit plus haut, c¢’est bien cette valeur propre qui dicte le com-
portement des solutions.

Ce théoreme fait appel au théoréeme de Krein-Rutman :

Theorem 3.3.2 (Krein-Rutman) Soit X un espace de Banach, et K C X
est un cone conveze (i.e. un fermé stable par combinaisons linéaires a coeffi-
cients positifs, et tel que K N (—K) = {0}) a intérieur K non vide.

Soit T': X — X a un opérateur compact non trivial tel que T(K) C K, et
tel que T(K \ {0}) C K. Alors il existe x € K \ {0} tel que

Tz =r(T)x
ot r(T) > 0 est son spectre radial

r(T) = lim ||T%|'/*.
k— 400
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Nous admettrons ce théoreme, qui est une généralisation d’un théoréeme peut-
étre connu en dimension finie (Perron-Frobenius), et passons directement & la
preuve du théoreme plus haut sur I’équation de réaction-diffusion.

Remark 3.3.3 En fait le théoreme de Krein-Rutman a des hypotheses un peu
différentes, mais il a été étendu aux hypotheéses ci-dessus.

Proof. Dans toute la preuve on se fixe une bonne fois pour toute une constante
M > 0 suffisamment grande pour que M — 9, f(z,0) > M/2 > 0 dans Q (c’est
possible car f est C'). Soit Ly l'opérateur qui & ¢ € X = CH¥(Q) U {y =

0 sur 0§} associe la solution de
DA+ 0uf(x,0)p = Mp = —¢

avec condition de Dirichlet
@ = 0 sur 05

Cet opérateur n’est a priori pas défini (d’autant que méme si les étudiants
doivent connailtre certaines équations elliptiques, nous n’en avons pas vues jus-
qu’ici dans ce module). Néanmoins, il est possible de considérer 1’équation
d’évolution

O = DAu+ (O f(2,0) — M)u + 9.

Puisque M > max, g 0, f(z,0), il est clair qu’on peut trouver K; > 0 suffi-
samment grand (selon |[¢]|«) tel que K est sur-solution de cette équation et
— K1 en est sous-solution. En considérant la solution avec donnée initiale K7,
on peut facilement montrer que celle-ci est décroissante et converge un état sta-
tionnaire quand ¢ — 400 (la preuve détaillée utilise, comme on ’a fait plusieurs
fois, les estimations paraboliques). Cet état stationnaire est bien une solution
de I’équation elliptique plus haut.
De plus, considérons deux solutions @i et pq. Alors 1 — g satisfait

DA(p1 — @2) + (0uf(x0) = M)(p1 — 2) = 0.

D’apres notre choix de M plus haut on a en particulier que le coefficient d’ordre
zéro ag(r) = (Ouf(xo) — M) < 0, ce qui implique facilement que ¢ — @2 ne
peut ni admettre un maximum positif, ni un minimum négatif dans €. Puisque
1 — o vaut 0 au bord, on a donc ¢ = ps.

Finalement, on a montré que 'opérateur £, est bien défini de X dans X. Il
est de plus compact d’apres les estimations jusqu’au bord du chapitre précédent :
pour toute suite 1, de norme C1®(2) bornée, la suite ¢y, des solutions est bornée
dans C%%, donc admet une sous-suite convergente dans C1:® ().

Remark 3.3.4 Plus simplement, on veut résoudre l’'équation elliptique —DAp+
(M =98, f(x,0))p =1, avec condition homogéne de Dirichlet ¢|sq = 0. Comme
on a pris M > 1 suffisamment grand pour que le coefficient d’ordre zéro
(M =0y f(2,0)) > M/2 > 0, on peut appliquer le théoréme de Laz-Milgram pour
la forme bilinéaire coercive B(u,v) := [({DVu - Vv + (M — 9, f(x,0)) uv} dz,
qui est donc coercive sur H}(Q) et obtenir une unique solution faible. Les es-
timations de régularité elliptique montrent enfin que si ¢ € CH*(Q) alors la
solution p € CH*(Q) aussi.
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Définissons ensuite le cone convexe
K={ype€X|¢>0dans Q et 9,9 <0 sur 90}.

Clairement K a un intérieur non vide dans X (prendre n’importe quelle fonction
positive réguliere ayant une pente normale extérieure strictement négative sur
0R). Par un principe de comparaison et le lemme de Hopf, on peut montrer
que Ly(K) C K (i-e si ¢ > 0 alors ¢ > 0) et Ly (K \ {0}) C K (si ¢ est
de plus non triviale alors ¢ > 0 dans Q avec J,¢|sa < 0). Notons que nos
principes de comparaison portaient sur des équations d’évolution mais il est
facile ici de montrer que £y;(1) est une fonction positive (au sens large), puis le
principe fort et le lemme de Hopf paraboliques s’appliquent. Pour montrer que
Ly () > 0, on peut utiliser le fait que pour tout C' > 0, la fonction —Ce= %!
est une sous-solution du probleme lorsque 1) > 0.

Remark 3.3.5 La encore, nous faisons quelques détours pour toujours nous ra-
mener a un probléme parabolique. Ce n’est évidemment pas nécessaire lorsqu’on
dispose déja des principes du maximum dans le cadre elliptique.

Le théoreme de Krein-Rutman implique que le rayon spectral r(Lys) de Ly
est strictement positif, et que 'opérateur L,; admet donc une fonction propre
pnm € K. Cette fonction est aussi une fonction propre de 'opérateur inverse, i.e.

1
DApy + 0uf(2,0) o — Moy = ————pum.
(L)
En posant Ay, = _T(TIM) -+ M, on obtient bien un couple (Aps, par) satisfaisant

toutes les conditions du théoréme (nous n’avons pas parlé de la normalisation
mais elle est évidente & une multiplication par un facteur pres).

Il reste encore & montrer l'unicité (et en particulier, que Aps, @ps construits
ci-dessus ne dépendent en fait pas du choix de M) et le fait que A = Aps est
la plus grande valeur propre. L’argument est tres proche d’un argument utilisé
dans le cas KPP homogene avec condition au bord de Dirichlet pour montrer
I'uncité de la solution stationnaire positive, cf. premiere partie de la preuve du
Théoréme

Soient deux fonctions propres positives 1, @2 associées aux valeurs propres
A1 > Ay, Clest-a-dire DAg; + 0, f(x,0)p; = Aijp;. Puisque ces deux fonctions
sont positives, et grace aussi au lemme de Hopf, il existe 8* > 0 tel que

0" 1 < 2
et on a soit un point de contact intérieur
0 p1(x0) = @2(w0), w0 €9,
soit un point de contact au premier ordre a la frontiere

0" 0pp1(x0) = Onp2(o), zo € O0.
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Mais par linéarité oo — 6%y vérifie
DA(p2 — 0%p1) + 0uf(2,0)(p2 — 07 1) = a2 — M0 1.

Si A2 < A1, on en déduit que po — 0%y est sur-solution d’une équation elliptique
linéaire, donc de ’équation d’évolution associée. D’apres le principe fort, @, =
0*p1. Cela implique que Ao = A et, d’apres la normalisation, p3 = 1. L’unicité
est prouvée.

Comme on vient de montrer que Ay ne dépend en fait pas de M, on note
désormais A = Ap;. Le fait que A est la plus grande valeur propre suit de la
définition du rayon spectral r(Lps), qui est forcément la plus grande valeur
propre de L. En effet, on a par construction 0 < 7(Lys) = —(A — M)~L. Pour
toute autre valeur propre u, on a que —(u — M)~! est valeur propre de £, en
particulier —(u — M)~ <r(Ly) = —(A— M)~ et done pu < \.

Remarquons enfin que X n’est pas C? qui est I’espace mentionné dans le
théoreme principal, ce qui ne change rien a I’argument ici puisque toute fonc-
tion propre de I'un ou 'autre de ces opérateurs est dans ces deux espaces. Cela
vaut aussi pour les valeurs propres complexes, si on étend 'opérateur dans C. m

Nous avons donc maintenant un outil pour I’étude de I’équation nonlinéaire,
en tout cas pour le cas KPP. Par analogie avec les équations différentielles, on
s’attend & ce que les solutions convergent vers 0 (extinction) lorsque A; < 0,
mais pas (survie) lorsque A1 > 0. Nous allons montrer cela rigoureusement dans
la section suivante.

3.3.2 Retour a I’équation KPP

Nous sommes maintenant en position pour prouver le théoreme suivant :

Theorem 3.3.6 Soient un domaine 2 borné et une équation de réaction-diffusion
de type KPP avec condition au bord de Dirichlet. Soit aussi \1 la valeur propre
principale définie plus haut.
Alors :
— 51 A1 <0, alors toutes les solutions convergent uniformément vers 0; en
particulier il n’existe pas d’état stationnaire positif;
— st Ay > 0, alors il existe un unique état stationnaire positif p et toutes
les solutions mon triviales convergent uniformément vers p.

Remark 3.3.7 Le méme théoreme est vrai pour des conditions au bord de Neu-
mann et Robin, méme si on ne traite ici que le cas Dirichlet. On reviendra
la-dessus dans la section suivante.

Rappelons aussi qu’on avait énoncé une propriété semblable pour les systémes
coopératifs d’équations différentielles : on avait en effet énoncer qu’un état
d’équilibre est stable si le probleme linéarisé admet une valeur propre négative,
associée a un vecteur propre dont les composantes sont positives. Pour une fonc-
tion, ses composantes sont ses valeurs en chaque point, ce qui coincide bien avec
la notion de fonction propre principale développée ici.
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Avant de prouver ce théoréme, considérons certains exemples. Un premier
exemple évident est le cas de I’équation homogene avec condition au bord de
Neumann (encore une fois, la section précédente peut facilement étre adaptée au
cas Neumann, qui est méme un peu plus facile). Alors on vérifie facilement (par
unicité) que la valeur propre principale est Ay = f/(0) (associée & la fonction
propre @1(x) = 1). Comme cette valeur propre ne dépend pas du domaine, et si
17(0) > 0, on retrouve le Théoréme m prouvé plus haut. Remarquons que le
Théoreme [3.2.2] était toutefois plus général puisqu’on y faisait pas 'hypothése
KPP.

Un autre exemple plus intéressant est Q@ = (—L, L) C R avec condition de
Dirichlet et f(u) homogene. Alors il existe une valeur propre et une fonction
propre principales, i.e. A\; et 1 > 0 tels que

DA(pl + f/(O)QO = )\1@1.

On peut vérifier facilement que

T
= — 0
1(x) = cos (2Ll’> >

et )

D ,
- 0

iz O
conviennent, et par unicité on a bien l'unique couple valeur/fonction propre
principale. En résolvant A\ (L) = 0 obtient donc I’expression explicite

c_m | D
Y=\ roy

qui est la taille critique de I’environnement en dessous de laquelle I’espece s’éteint
(L < L*) et au dessus de laquelle I'espece survit (L > L*). En particulier
cela étend le théoreme [3.2.18] vu plus haut dans le cas homogene avec condi-
tion au bord Dirichlet pour des tailles de domaine intermédiaire (cf. aussi le
théoreme . En dimension quelconque, il n’existe en général pas de for-
mule explicite. Néanmoins le théoreme ci-dessus s’applique et, & défaut de nous
donner un critére explicite, il nous confirme qu’il n’existe pas d’autres situations
que celles observées plus haut : soit toutes les solutions convergent vers zéro (ex-
tinction), soit toutes les solutions convergent vers un unique état stationnaire
p(z) (persistance)

A =

Preuve du théoréme[3.3.6, Considérons tout d’abord le cas A\; < 0. Alors pour
tout v > 0, il est facile de vérifier que y¢;(z)e*? est solution de I’équation
linéaire, donc sur-solution de 1’équation KPP par I’hypothese KPP. S’il existe
un état stationnaire positif p, alors on peut trouver v > 0 tel que yp1 > p
(rappelons que 9,1 < 0 au bord par le lemme de Hopf), et puisque et
tend vers 0 quand ¢ — +o00, on obtient une contradiction. Il est facile d’en
déduire de la méme maniere que toutes les solutions, pour une condition initiale
bornée, tendent vers 0.
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Etendons maintenant ce résultat au cas A\; = 0. Dans ce cas, pour tout
v > 0, y¢1 est sur-solution de I’équation KPP, mais elle ne décroit plus vers 0.
Néanmoins, si on suppose par contradiction qu’il existe un état stationnaire
positif p, on peut trouver

*

v =inf{y > 0] yp1 > p}.

Alors soit il existe zg € Q tel que

Y p1(wo) = p(z0)

ou xg € 0N tel que
Iny"p1(20) = Onp(o).

Dans les deux cas, le principe fort implique que v*¢1 = p. Mais v*¢1 ne peut
pas étre solution (sur-solution mais pas solution : on rappelle que f(u)/u décroit
strictement), et on obtient donc une contradiction.

A Paide d'un argument similaire, pour toute solution u(¢, ), on peut construire
une fonction

t— y(t) :=min{y > 0 t.q. yp1(x) > u(t,z) dans Q} > 0.

Soit tg > 0 fixé. Alors y(to)p1(x) (vue donc comme une fonction qui ne dépend
pas du temps) est une sur-solution. En particulier, par principe de comparaison
u(to + s,7) < vy(to)e1(z) pour tout s > 0 et x € Q. En particulier vy(tg + s) <
~(to). Puisque tg et s peuvent étre choisis arbitrairement (tant que positifs), on
en conclut que v(t) est une fonction décroissante du temps.

En particulier, v(t) tend vers une certiaine limite 7o, > 0 quand ¢ — +o0.
Supposons par contradiction que v, > 0. A 'aide des estimations paraboliques
usuelles, on peut extraire une suite t,, telle que u(t, + t, ) converge vers une
solution uy, de I’équation de réaction-diffusion, qui satisfait alors

Uoso (T, ) < Yool

pour tout t. Comme ~(t)u(t,.) avait un point de contact x(t) (qui peut étre
au bord et de premier ordre) avec u(t,.) pour tout ¢ > 0, il n’est pas diffi-
cile de voir que uu(t,+) doit avoir un point de contact avec voop1(.) (passer
par exemple a la limite dans u(t + t,,, x(t + t,,)) = v(t + tn)1(z(t + t,)) avec
2(t +t,) — Too(t) par compacité de ). Le principe fort implique & novueau
que Uso = YooP1, €€ qui aboutit a une contradiction lorsque v > 0. Finalement
Yoo = lims—, oo ¥(t) = 0, ce qui signifie bien que u(t,.) converge uniformément
vers 0 puisque u(t,.) < v(t)||¢1]loo = ¥(1)-

On considere ensuite le cas A; > 0. Nous savons déja prouver l'unicité de
I’état stationnaire positif, & l'aide du méme argument que celui utilisé dans
la preuve du théoreme plus haut. Soient en effet p; et ps deux états
stationnaires positifs. Alors on peut trouver 6* tel que

0*p1 > pa
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et
9*2?1(560) = Pz(ﬂfo)

pour zg € €2, ou
0n0"p1(x0) = Opnpa(o)

pour zg € 9. Si #* > 1 (ce qu’on peut supposer quitte a intervertir p; et po),
on obtient par le principe fort que 8*p; = ps, et alors forcement 6* = 1 (sinon
0*py n’est pas solution).
Construisons maintenant une sous-solution. On fixe d’abord € > 0 suffisam-
ment petit pour que
A —e>0,

puis § > 0 également petit pour que
flzyu) > (0uf(2,0) — &)u, Vo e, Vu e 0,24].

Considérons ensuite

up(7) = b1 (7).
Comme par convention on avait toujours normalisé la fonction propre principale
le1]leo =1, 0on a 0 < ug(x) < § et donc

Oyuy — DAuy — f(x,15) < (=M1 +¢€)ug < 0.

Donc uy est sous-solution (bien siir elle vérifie la condition au bord de Dirichlet,
puisque ¢ s’annule au bord par construction). En particulier, la solution u
de l'équation de réaction-diffusion avec condition initiale u, satisfait u(t,-) >
u, pour tout temps ¢ > 0. Une autre application du principe de comparaison
implique que w est croissante en temps.

Par ailleurs, u(t,r) < M pour tout t > 0 et € Q. On rappelle ici que M
était une constante positive telle que f(z,u) < 0 pour tout € Q et u > M.
A T’aide des estimations paraboliques usuelles, on en déduit comme on ’a déja
fait plusieurs fois que u(t, z) converge uniformément en z, quand ¢ — 400, vers
une solution stationnaire positive p(z) non triviale (puisque p > u, # 0). Une
telle solution existe donc.

Il ne reste plus qu’a montrer que toutes les solutions nontriviales convergent
vers p. Il suffit d’abord de remarquer que, pour une solution non triviale u, on
a que

u(l,-) >0

dans Q et
max dpu(l,-) <0,
o0

et par conséquent quitte a réduire d on peut supposer que
ug() < u(l,-).
En particulier

lim inf u(t, x) > p(z).

t—+oo
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Pour autant la preuve n’est pas terminée : de petites solutions garantissent la
survie mais ce n’est pas la méme chose que la convergence vers un état positif.
Par un argument similaire & ci-dessus, il existe § > 1 tel que Op > u(l,-) et
Op est sur-solution. Alors la solution u associée a la condition initiale fp est
décroissante en temps. De plus, par principe de comparaison @(t,-) > p pour
tout temps, donc elle converge vers une solution stationnaire qui par unicité doit
étre p. Une derniere application du principe de comparaison implique

limsupu(t, z) < p(x).

t——+o0

On peut conclure que u converge uniformément vers p quand ¢ — +o0. [

3.3.3 A propos du cas non KPP

La construction ci-dessus n’est pas inutile en dehors du cas KPP. En général,
on peut au moins s’attendre a ce que le signe de A1 nous informe sur ce qui se
passe au voisinage de 0. L’hypothése KPP rendait cette information pertinente
”globalement”.

Pour un f satisfaisant seulement les hypotheses de ce début de chapitre, on
peut toujours définir A;. On a alors les résultats suivant :

— si Ay > 0, alors il existe un état stationnaire positif, et aucune solution
non triviale ne converge vers 0 (comme A; > 0 'état zéro est instable et
“repousse” donc la dynamique);

— si A1 < 0, alors il existe § < 0 tel que, pour toute donnée initiale 0 <
ug < 9 telle que infgq d,ug < 4§, la solution converge uniformément vers
0 (comme A\; < 0, on a que 0 est un état stationnaire stable : il attire
alors la dynamique pour des conditions initiales suffisamment proches, i-e
0 < up(z) < 4, mais on ne peut rien conclure pour des données initiales
“loin” de zéro).

Attention : contrairement au cas KPP (théoréme , on on ne peut rien
conclure si A\; = 0! En effet, rien que dans le cas homogene, si Ay = 0 alors f
pourrait étre aussi bien positive que negative a droite de 0, ce qui conduit bien
str a des comportements des solutions complétement différents.

La preuve de ces énoncés est tres similaire a celle du théoreme plus
haut. Dans le premier cas, on peut construire une sous-solution constante en
temps aussi petite qu’on le souhaite. La solution associée a cette sous-solution
comme donnée initiale est croissante en temps et converge vers un état station-
naire positif (qui cette fois n’a cependant aucune raison d’étre unique). Dans le
second cas, on peut construire une sur-solution positive et qui tend vers 0 quand
t — 400, qui contraint les petites solutions & converger également vers 0.

On peut également définir la stabilité ou instabilité d'un état stationnaitre
autre que 0, en regardant le probleme de valeur propre

DAp + 0, f(x,p)p = A1p

avec la condition au bord appropriée et ¢ > 0.
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Par exemple, revenons au cas bistable en dimension 1 avec condition au bord
de Neumann. Il est possible de prouver que tous les états intermédiaires p sont
linéairement instables, c’est-a-dire que A1 > 0. Pour cela, il suffit de remarquer
que p’ est une fonction propre associée & la valeur propre 0 d’un probléme avec
condition au bord de Dirichlet. En effet, la valeur propre principale associée a
la condition au bord de Neumann est toujours strictement plus grande que celle
associée a une condition de type Dirichlet : moralement cela provient du fait que
les solutions (positives) du probleme avec condition au bord de Neumann sont
sur-solutions du méme probléeme avec condition au bord de Dirichlet. Cette
instabilité linéaire permet de montrer le résultat suivant, qu’on énonce sans
démonstration (la preuve n’est pas si triviale) :

Proposition 3.3.8 Soit (ug ~) >0 une famille strictement ordonnée de données
initiales. Alors il existe au plus un v* tel que la solution (de I’équation bistable
en dimension 1 avec condition de Neumann) ne converge ni vers 0 ni vers 1.

3.3.4 Dépendance de la valeur propre en les parametres

La construction ci-dessus permet d’obtenir des résultats tres généraux sur le
comportement des solutions. On aimerait néanmoins connaitre plus précisément
A1, pour prévoir le comportement des solutions. Bien str, il n’existe pas en
général de formule explicite, en dehors de certains cas trés particuliers tels que
les exemples vus plus haut. En particulier, il peut sembler difficile de décrire
comment A1 dépend des parametres du probleme.

On peut au moins montrer que

Proposition 3.3.9 Soient Q1 C Qo deux domaines, et A\1(21) et A\1(2) les va-
leurs propres principales associées 4 ’équation de réaction-diffusion avec condi-
tion au bord de Dirichlet, sur chacun des domaines €21 et Q.

Alors A1 (1) < A1(Q2).

Proof. On a déja vu que les solutions sur respectivement 2 et s sont or-
données, et cette proposition est donc naturelle. Elle se prouve exactement de
la méme maniere puisqu’il suffit d’appliquer un principe de comparaison. ]

De méme, si fi < fo, il est clair que les valeurs propres correspondantes
seront ordonnées. Pour aller plus loin, on admettra ici la formule suivante, dite
de Rayleigh et valable dans le cas Dirichlet :

D _ . 2 2
AW=—  min {D/wa JRECE }

Il 2y =1

Ici H} est I'ensemble des fonctions H' qui s’annulent sur 9. Il est au moins
clair que, lorsque 1) = 1, la fonctionnelle de droite donne bien —\;. De méme,
si ¢ est une fonction propre associée a une valeur propre A, on obtient —A.
Si on admet formellement qu'il existe une famille de valeurs propres {¢, }n>0
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qui "génere” (ici dans le sens ou I'ensemble des combinaisons linéaires est dense
dans) H'!, alors puisque \; est la plus grande valeur propre on obtient bien cette
formule. Bien sur il pourrait y avoir des valeurs propres complexes mais on ne
cherche pas ici & démontrer un résultat rigoureux (ceci n’est toutefois pas le cas
car Uopérateur —A — 9, f(x, 0) est autoadjoint, ce qui est une généralisation des
matrices symétriques en dimension infinie, donc son spectre est réel).

Des formules similaires existent pour les autres conditions au bord. Ainsi,
dans le cas Neumann on a

)\{\/’ = — min {D/ ‘V'(MQ - / 6uf(x70)'(/}2}7
v e HL(Q) Q Q

19l 20y =1

et dans le cas Robin

R _ _ . 2 2 2
AT = wemfgl(m {D/Q|V1/)| +Q/89¢ /§zan(m70)w }

19l L2 gy =1

Notons qu’il n’est pas évident que cette formule est bien définie, a cause de
I'intégrale sur 99 (il faut connaitre 'injection de Sobolev H(Q) «— H'/2(9Q) —
L?(09)). Les étudiants auront peut-étre déja vu ce genre de choses, assez si-
milaires aux constructions de solutions d’EDP par des méthodes variationnelles.

Cette formule peut étre utilisée pour approcher numériquement les couples
valeurs/fonctions propres. Notons qu'’il est aussi possible d’approcher numériquement
les solutions de I’équation de réaction-diffusion, mais ce n’est pas tellement fiable
lorsqu’on s’intéresse au comportement en temps grand. La formule de Rayleigh
permet aussi d’obtenir quelques résultats théoriques intéressants.

Proposition 3.3.10 La valeur propre principale \1 est décroissante par rapport
au coefficient de diffusion D.

Proof. C’est trivial puisque, pour tout ¢ fixé, la fonctionnelle & minimiser est
croissante en D. [

L’interprétation de ce résultat est intéressante : plus les individus se déplacent
(D grand), moins les chances de survie sont bonnes. Cela est-il raisonnable ? Oui,
au moins pour des conditions au bord de type Dirichlet et Robin : en effet dans
ces deux cas la frontiere est néfaste, et plus les individus se déplacent, plus ils
ont de chance de toucher la frontiere.

Qu’en est-t-il du cas Neumann ? Lorsque f est homogene, alors on a vu que
(1 est constante en espace. En particulier, elle est fonction propre principale
quel que soit le choix de D, et A\; ne dépend pas du parametre de diffusion D.
Cela peut aussi se voir dans la formule, puisque 14 ot le minimum est atteint
(i-e 1 = @1 = cste), le terme D [ |Vy)|* s’annule. La décroissance en D n’en est
plus vraiment une. Par contre, lorsque f est hétérogene, cette décroissance peut
a nouveau étre stricte : les individus auront plus tendance a se déplacer vers des
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lieux moins favorables lorsque D est grand, ce qui pénalise la population dans
son ensemble. Ce n’était pas évident a priori puisqu’on aurait pu imaginer le
phénomene inverse.

Remark 3.3.11 Il existe bien sur aussi une interprétation physique, qui est
que le terme de diffusion est une dissipation d’énergie. Cette perte d’énergie a
un effet négatif sur les solutions.

3.4 Le cas hétérogene périodique en temps

On pourrait s’étonner de ne pas avoir considérer une hétérogénéité en temps.
En écologie, il est pourtant naturel de penser que le taux de reproduction dépend
du temps, par exemple du fait des saisons. On pourrait ainsi considérer une
fonction

f(t7 J"’ u))

et supposer que
t— f(t,z,u)

est périodique (de période 1 pour simplifier), quel que soit wu.

De méme qu’au dessus, il est possible d’analyser le comportement des solu-
tions du probleme linéarisé en 0 et d’en déduire certaines choses sur les solutions
du probleme linéaire. Cette fois-ci, la valeur propre principale \; sera 'unique
réel tel qu’il existe une solution ¢4 (¢, x) > 0, 1-périodique en temps et solution
de

&gcpl — DAQOl — 8uf(t,x, 0)(,01 = —)\1901,

avec la condition au bord appropriée. L’argument de la section précédente se
complique un peu mais il fonctionne grace & la périodicité en temps (¢ est alors
définie par sa restriction au domaine compact [0, 1] x Q). Dans le cas KPP, un
théoréme similaire au théoreme plus haut est encore vrai : le signe de \;
détermine completement le comportement des solutions. Une différence notable
néanmoins : la solution ne converge plus forcement vers un état stationnaire
p(x) > 0 mais vers un état périodique en temps p(t,z) = p(t + 1,z) > 0.

Attardons nous seulement sur un exemple, le cas f(¢,u) KPP avec condition
au bord de Neumann. Alors on peut voir que

ot) = i DT 500 o 1 I3 010
satisfait

1
8t30 - 6uf(ta O)‘P = - (/0 auf(s’ 0)d5> X P-

Puisque cette fonction est positive, et par unicité de la fonction propre prin-
cipale, on a que \; = fol Ouf(8,0)ds. On arrive & une conclusion naturelle : si
le taux de reproduction est positif en moyenne, alors la population croit (pas
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a chaque instant, mais au sens ou u(t + 1,-) > u(t)), alors que si le taux de
reproduction est négatif en moyenne, alors la population va tendre vers 0.
Il est possible de retrouver ce résultat directement. En effet

6f0t (8w f(s,0)—e)ds

est sous-solution du probléme linéaire, donc a multiplication par un petit facteur
on peut en faire une sous-solution, au moins sur un certain intervalle de temps
contenant [0, 1], de I’équation non-linéaire. En particulier, lorsque A; > 0 pour
0 > 0 petit, la solution de I’équation de réaction-diffusion avec donnée initiale
0 satisfait

uw(1,-) > u(0,).

Par principe de comparaison
u(t+1,) > u(t,-).

Puisque la solution est également bornée par M, on peut en déduire que, pour
tout s € [0,1),
u(s+k,x) = uso(s, )

lorsque k£ € N tend vers +oo. Contrairement au cas homogene en espace, la
limite ici peut dépendre de s € [0,1). Alors il est clair que uq, est 1-périodique en
temps, et de plus a ’aide d’estimations standard on obtient comme toujours que
Uso €st solution de ’équation de réaction-diffusion. L’unicité de cette solution
périodique en temps, et la convergence pour toute solution non triviale peut étre
obtenue par des raisonnements similaires a la section précédente. Le cas Ay < 0
ne pose pas non plus de difficulté particuliere : 'argument n’est pas trivial mais,
encore une fois, les idées sont tres proches de ce qu’on a déja vu.
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Chapitre 4

Phénomenes de propagation
dans RV

Dans ce chapitre, on considere I’équation
Ou = DAu+ f(u)

posée dans le domaine spatial RY tout entier, ou N > 1. En particulier, il n’y a
donc pas de condition au bord (en tout cas autre que la condition initiale). La
donnée initiale est choisie
up € C(RN) N L= (RY)
Ug > 0.

Puisque le domaine n’est pas borné, la continuité n’implique plus que ug est
bornée, donc il est important d’ajouter cette hypothese. En particulier, les
théoremes du chapitre II s’appliquent (existence d’une solution et principes de
comparaison). On renvoie également a 'introduction du chapitre précédent, dans
lequel on avait tenu une discussion similaire.

On choisira f € CY* (i.e. sa dérivée est a-Holderienne pour un certain
0 < @ < 1) d’'un des types suivants :

— soit du type monostable

f>0sur (0,1) et <0 sur (1,+00),

avec de plus
1'(0) > 0.

— soit du type bistable
f>0sur (6,1) et <O0sur (0,6)U(1,+00),
ou 6 € (0,1) avec de plus

£100), /(1) <0 < f(6)

87
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/01f>0.

On remarque qu’on se restreindra dans ce chapitre au cas homogene, et qu’on
a supposé un peu plus de régularité qu’auparavant, ce qui pourra simplifier
certaines parties techniques (en particulier, on pourra faire appel & certaines
propriétés du premier chapitre sur les équations différentielles).

ainsi que

4.1 Convergence locale uniforme

Remarquons tout d’abord qu’il est possible de comparer les solutions du
probleme dans RN avec les solutions du probleme dans la boule By avec condi-
tion au bord de Dirichlet. En particulier, en choisissant R suffisamment grand
(et si, dans le cas bistable, la donnée initiale est suffisamment grande), on peut
en déduire que la solution ne peut pas converger vers 0. En fait, en réutilisant
les mémes sous-solutions, on peut montrer qu’il y a convergence vers un état
stationnaire positif, qui ne peut étre que 1.

Theorem 4.1.1 Soit f du type monostable (avec f'(0) > 0), et ug une donnée
initiale non identiquement nulle.
Alors la solution converge localement uniformément vers 1.

Proof. En fait, dans le chapitre précédent et pour un domaine borné, on avait
seulement traité le cas KPP. Mais la raison était 'unicité de la solution sta-
tionnaire positive, et I'hypothese n’était pas nécessaire pour la construction de
sous-solutions. Plus précisement, seule la positivité de f/(0) et la régularité C*
de f étaient utiles.

On admet qu’il existe une valeur propre principale A\ du Laplacien avec
condition de Dirichlet sur la boule Bpg, associée a une fonction propre radiale
vr(z) = vr(jz]) > 0 telle que

Apr = Apyr dans Bg,
wr=0 sur 0B ,
pr >0 dans Bp,

et que
>\R < 0.

En fait, la symétrie radiale de la fonction propre positive provient de son unicité
a normalisation pres : toute rotation est encore une fonction propre positive.
Quant au fait que A > 0, il suffit par exemple de remarquer que @i atteint

nécessairement un maximum positif en un point xy dans Bg, et donc Ag =

Apg(zo) <0

»r(z0) )
Par conséquent, Apr < 0 dans Bgr et ¢r ne peut pas admettre de mini-

mum local a l'intérieur du domaine. Finalement, par symétrie pr atteint son
maximum (global) au centre et

¢r(0) =1
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(on rappelle qu’on normalise toujours les fonctions propres pour que ||¢||co = 1).
De plus, on admet que
A=
pour une constante universelle C = —A; > 0 (ce qui peut se voir par changement
d’échelle). Remarquons que la constant C' dépend néanmoins de la dimension N.
On peut alors montrer que

uo(x) := nr(z)

est sous-solution de I’équation de réaction-diffusion pour 7 petit et R grand, dans
le sous-domaine Bg, (pour les détails voir entre autres la preuve du théoréme
- existence d’une solution stationnaire, dans lequel on avait utilisé sans le dire
que la valeur propre principale dans le pavé Pp = [~ R, R]"¥ vaut explicitement
]ZTZT; en dimension N). En particulier, en étendant cette fonction par 0 en de-
hors de Bp et en la prenant comme condition initiale, on construit une solution
u(t, z) croissante en temps qui converge vers un état stationnaire positif p. Mais
cette convergence n’est plus uniforme en espace (le théoreme d’Arzela-Ascoli ne
fonctionne plus sur RV tout entier!). Par un procédé d’extraction diagonale,
elle est localement uniforme (i-e uniforme sur tout compact K C R¥ fixé). Re-
marquons enfin que p est borné par au-dessus par 1, puisque 1 est sur-solution
de I’équation.

Montrons maintenant que p = 1. Remarquons que, puisque les solutions de
I’EDO avec donnée initiale plus grande que 1 convergent vers 1, il est facile de
montrer que tout état stationnaire borné ¢ satisfait en fait ¢ < 1. L’argument
ci-dessous va en fait montrer qu’il n’existe aucun état stationnaire positif et
borné autre que 0 et 1.

Rappelons que par construction, p n’est pas identiquement nulle (car p(z) =
limu(t+t,,z) > uy(r)). Supposons par ’absurde que p n’est pas 1. Par principe
de comparaison fort, on a

0<p<l

Supposons que inf p > 0. Alors par comparaison avec ’EDO, on obtiendrait que
p = 1. Supposons donc que inf p = 0. En particulier, il existe o € RY tel que

n = uy(0) > p(zo).

L’idée est de translater la sous-solution ug dans la direction xg — 0 en rappro-
chant progressivement les centres, jusqu’a obtenir un point de contact. Plus
explicitement, soit

v :=max{y > 0,| ug(z —yzo) < p(x) pour tout z € RV},

Alors il existe bien un point de contact x* entre u,(x* — v*zg) et p(z*), avec
p(-) > uo(- — v*x0) partout. Ici on a utilisé le fait que le support de ug, est
compact, de sorte que le contact ne peut jamais se produire & 'infini.

On remarque ensuite que les translatés de u(.) sont toujours sous-solutions.
Donc, a l’aide du principe fort, on obtient que p(.) = uy(- — v*zo) dans Bg(z),
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ce qui est une évidente contradiction (par exemple parce que cela forcerait p a
s’annuler sur Bg(7g), mais p > 0 dans RY). Finalement p = 1.

Bien sur, il est ensuite possible de montrer que toute solution avec donnée
initiale non identiquement nulle converge localement uniformément vers 1. En
effet, & laide du principe fort, u(1,-) > 0 au temps ¢t = 1. Par conséquent,
quitte a réduire n dans la construction de la sous-solution, on peut supposer
que u(1,-) > ug() sur RY. Attention néanmoins, on utilise encore ici le fait que
la sous-solution u, a un support compact !

On peut alors appliquer un principe de comparaison pour obtenir

liminf u(t,z) = 1.

t——+oo
Par un autre argument de comparaison avec les solutions de 'EDO (@'(t) =
f(@(t)) avec condition initiale max{1, ||up||s}), on obtient que

lim u(t,z) =1

t——+oo
Gréace a la convergence localement uniforme de la sous-solution, et uniforme de
la sur-solution, la convergence de u vers 1 est bien localement uniforme. ]

Remark 4.1.2 Dans cette preuve on a utilisé le fait que u devient instan-
tanément positive si ug Z 0, ce qu’on avait déja remarqué dans les domaines
bornés. Insistons sur le fait que cette propriété est particuliérement frappante
dans RN : méme si la donnée initiale a un support compact, ce n'est pas le
cas de la solution méme pour un temps trés petit. On parle parfois de propa-
gation a vitesse infinie, ce qui est une caractéristique des équations d’évolution
paraboliques.

Dans ce premier résultat, on a supposé que f'(0) > 0. Ce n’était pas nécessaire
dans le cas d’'un domaine borné avec condition au bord de Neumann. Dans le cas
d’un domaine borné avec condition au bord de Dirichlet, ¢’était une conséquence
de I’hypothése KPP mais cette condition était aussi utile pour “compenser”
Ieffet néfaste de la frontiere. Qu’en est-il ici alors qu’il n’y a pas de bord ?

Theorem 4.1.3 Soit p > 1+ % (on rappelle que N est la dimension du do-
maine). On suppose f monostable et satisfait l’inégalité

flu) <u?

en un voisinage de 0.
Alors il existe certaines données initiales pour lesquelles la solution ne converge
pas vers 1.

L’exposant p* = 1 + % est appelé I'exposant critique de Fujita. L’équation
(dans RY)
Ou = Au + uP

avec une donnée initiale ug > 0 (# 0) admet certaines solutions globales en
temps lorsque p > p*, mais aucune lorsque 1 < p < p* (on parle alors d’explosion
ou de blow-up en temps fini).
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Remarquons que lorsque p > 1, la nonlinéarité f(u) = u? ne satisfait aucune
des conditions sous lesquelles on a montré 1’existence globale de solutions. Il est
facile de voir, en regardant seulement les solutions de 'EDO associée, qu’il ne
peut pas y avoir existence globale pour toute donnée initiale. L’idée est d’une
part que, lorsque p est assez grand, la nonlinéarité devient petite pour u petit ;
d’autre part, pour des solutions qui décroissent & l'infini, la diffusion tend a
empécher la solution d’exploser.

Proof. On se contentera du calcul en dimension 1. Soit
22
v(t,x) = 0t™ et

olt & > 0 est & déterminer. Cette fonction est bornée sur {¢t > 1} x R. Quitte &
diminuer J, on peut supposer que

flv) <oP

pour tout t > 1 et z € R. Alors

On remarque que v est sur-solution lorsque o < 1/2, ce qui est naturel puisque
lorsque a = 1/2 on retrouve la solution fondamentale de 1’équation de la chaleur.
Prenons o < 1/2 dans le but d’absorber le terme de réaction.

On a ensuite, quand t — 400, que

P =P x = 0@t PYy) = o(t1w)

si a(p—1) > 1, autrement dit sip > 1+ +.
Pour un tel p, il existe donc T" > 0 tel que v satisfait

O — Oggv — VP >0

et v est une sur-solution de I’équation de réaction-diffusion sur [T, +o00) x R.
En particulier, pour toute donnée initiale sous v(T, ), la solution ne peut pas
converger vers 1, et méme elle converge vers 0.

Finalement, en prenant « arbitrairement proche de 1/2, on retrouve I’expo-
sant critique p* = 3 de la dimension 1. [
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Remark 4.1.4 On pourra retenir de cette preuve que l'exposant critique est
2

lié¢ a la décroissance en temps de la solution fondamentale We*%, En
2

At

effet, l'exposant critique est égal a 1 + %, et le terme & est précisément 1’in-
verse du taux (polynomial) de décroissance de la solution fondamental. Dans
la preuve, on voit que cette décroissance nous donne une marge de manoeuvre
pour la construction de sur-solutions de I’équation de la chaleur, et donc sur les
nonlinéarités qu’il est possible ”d’absorber”.

Remarquons également que ’exposant critique diminue lorsque la dimension
N augmente : si on part d’une solution tres localisée, elle diffusera d’autant plus
qu’il y a de directions possibles, et elle aura donc d’autant moins tendance a
exploser.

Passons ensuite au cas bistable. Bien stir, dans ce cas il ne peut plus y avoir
de hair-trigger. On souhaite néanmoins montrer le résultat suivant, semblable
au théoréme [3.2.21] dans les domaines bornés :

Theorem 4.1.5 Soit [ du type bistable (on rappelle qu’on a déja fait 'hy-
potheése fol f > 0 en début de chapitre). Alors il existe une donnée initiale ug
a support compact telle que la solution associée (et donc la solution pour toute
autre donnée initiale plus grande) converge localement uniformément vers 1.

Proof. Comme dans la preuve du théoreme [3.2.21] en utilisant une EDO bien
choisie on construit une sous-solution radiale dans la boule Br(0) pour R assez
grand (attention : en dimension quelconque la construction est légérement plus
compliquée, cf. la remarque . En choisissant comme donnée initiale cette
sous-solution (étendue par zéro en dehors de Bg), on construit une solution qui
converge localement uniformément vers un état stationnaire positif p < 1.

Montrons que p = 1. Evidem]rne]rrc7 1 n’est pas ici le seul état stationnaire
positif (il y a aussi 6, et en fait une infinité d’autres solutions qui oscillent autour
de 0). Il faut donc utiliser ici le fait que le p qu’on a construit est dans un certain
sens stable.

Tout d’abord, p(0) > v € (6,1), ot v est la valeur de la sous-solution en 0
(cf la preuve du théoréme du chapitre précédent). Montrons que

infp > ~.

L’argument est le méme que dans la preuve du théoreme ci-dessus : si cette
inégalité est fausse, on peut translater la sous-solution jusqu’a obtenir un point
de contact entre p au-dessus et la translatée en-dessous, puis utiliser le principe
fort pour aboutir & une contradiction.

Une fois cette inégalité prouvée, on compare p avec la solution de 'EDO qui
a pour donnée initiale . Cette solution de 'EDO converge vers 1, d’ou p = 1.

Enfin, il est facile de retrouver la convergence vers 1 pour toute donnée
initiale plus grande que la sous-solution : il suffit seulement de remarquer que
lim sup u(¢, -) < 1 par une nouvelle comparaison, cette-fois ci par au-dessus, avec

t—o0
les solutions de 'EDO. [



4.2. PROPAGATION DANS RY : QUELQUES ELEMENTS 93

4.2 Propagation dans R" : quelques éléments

Les théoremes précédents nous permettent d’arriver & la véritable problématique
de ce chapitre. Nous avons en effet montré que les solutions convergent (sous
les hypotheses appropriées) vers I’état stationnaire positif 1. En dynamique des
populations, cela signifie que ’espéce envahit le domaine et approche sa densité
de saturation.

Néanmoins nous n’avons pas montré que cette convergence est uniforme. Si
par exemple, dans le cas monostable, infug > 0, alors c’est clairement le cas
par comparaison avec les solutions de 'EDO. Mais le fait que la solution soit
positive ne dit pas que son inf sur ’espace entier soit positif.

En fait, cela n’a aucune raison d’étre vrai : si la donnée initiale est proche de
0 a l’infini, alors on peut imaginer que la solution, au moins en temps petit, sera
également proche de 0 a l'infini. De méme en fait, en temps grand : formellement,
on peut imaginer que, puisque la donnée initiale tend vers 0 a ’infini, la solution
de I’équation de réaction-diffusion tend quant a elle vers la solution de 'EDO
avec donnée initiale 0, c’est-a-dire 0.

Mettons un peu de rigueur la-dedans et supposons dans un premier temps
que f est linéaire :

Oiu = DAu + Cu.
Alors la solution est donnée par la formule
ct

e _lz—u?
U(t,x) = W -/RN uo(y)e 4Dt dy

Supposons par exemple que ug a un support compact K. Alors

_lz—yl?

1Dt dy.

Ct

u(t.) = [ wwe
’ vVAD7t JKk

Pour tout ¢ > 0 fixé il est clair que u(t,z) — 0 quand |z|] — oo. Ce serait
vrai aussi si up(z) — 0 quand || — 400, sans étre nécessairement & support
compact. Enfin, par un argument de comparaison et puisqu’il existe, sous nos
hypotheses, un C tel que f(u) < Cu pour tout u > 0, la méme remarque s’étend
immédiatement & 1’équation de réaction-diffusion.

La problématique est donc la suivante : comment évolue dans le temps le
domaine dans lequel la solution est proche de 17 A quelle vitesse s’étend la zone
dans laquelle la solution est proche de 1, et a quelle vitesse réduit la zone dans
laquelle la solution est proche de 07 On parle de phénomeéne de propagation car
I’état 1 "envahit” ’état 0 dans RY.

4.2.1 Le cas linéaire

Une étude un peu plus approfondie du cas linéaire n’est pas inintéressante a
ce stade. On considere donc 1’équation

Oyu = DAu + Cu,
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avec moralement C' = f/(0) > 0.
Supposons pour simplifier que

Uo = XBr

ou x est la fonction caractéristique. Alors

(t.2) eCt / Mk p
u(t,r) = ——= e 1Didy.
V4Dt JBg(x)
Si |z] < (2 DC — )t ot € > 0, alors
( ) GCt / ly?
u(t,r) = — e~ 4Dt dy
V4D1t JBg(z)
Ct 2
e ((2vV/DC—¢)t+R)
> Bprle™ 1Dt
ST y
e (C—&")t+0(1)
> Brle™\%7¢ d
S v
6s’t+0(1)
— s 4
V4Dt
quand t — 4o00.
Par contre, si |z| > (2v DC + ¢)t o € > 0, alors
(t.2) eCt ly12
u(t,z) = 7/ e~ 4Dt dy
V4D7t JBg(x)
Ct 2
e (2vBC+e)t—R)
< ————|Bple” iDt
= VipsPm Y
e (CH+e)t+0()
< Bgle '\~ T* d
< \/ml Rl Y
e—€'t+0(1)

— 0

V4Dt

quand t — 4o00.
Par conséquent, si on regarde n’importe quelle ligne de niveau {u(t,-) = o}
pour « > 0 fixé, alors elle va se situer en

|z| = 2V DCt + oft).

On pourrait méme affiner le calcul : le premier terme annule I'exponentielle a
lextérieur de 'intégrale, le second va annuler la racine a ’extérieur de 'intégral
(c’est un peu plus compliqué que ¢a du fait des résidus du premier terme en
fait), ce qui devrait donner

|z] =2V DCt + yInt + o(Int)
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avec -y une constante (négative) bien choisie.

Ici on se contente de remarquer que dans un certain sens (i.e. & un o(t)
pres), la solution se propage & une vitesse finie bien déterminée qui est 2v/ DC.
Nous chercherons & étendre ce type de résultats a I’équation semi-linéaire de
réaction-diffusion.

Remark 4.2.1 Toute donnée initiale non triviale, a support compact et bornée
peut étre “coincée” entre deux fonctions indicatrices (6 multiplication par des
facteurs prés, ce qui ne pose aucun probléme dans le cas linéaire), et par com-
paraison on retrouve que la vitesse de propagation en temps grand est toujours
2vDC.

De plus, les mémes calculs fonctionnent clairement en dimension supérieure,
et la vitesse est la encore 2/ DC' dans toutes les directions tant que la donnée
initiale a support compact. A l'ordre supérieur par contre, la constante v change.
Cela peut s’interpréter comme une conséquence de la courbure des lignes de
niveauzx, qu’on imagine sphériques : la diffusion dans la direction orthogonale
tend a ralentir (un pew) la propagation. Ici nous nous arréterons essentiellement
a la vitesse asymptotique de la propagation, et nous ne nous soucierons pas des
termes d’ordre supérieur.

4.2.2 Le cas KPP en dimension 1

Regardons maintenant I’équation de réaction-diffusion ot f(u) est KPP, i.e.
monostable et

fu) < f'(0)u

pour tout u > 0. Dans ce paragraphe, nous supposons que la dimension N = 1.
Alors nous pouvons déja montrer le théoreme suivant :

Theorem 4.2.2 Soit uy une donnée initiale & support compact, bornée, posi-
tive et non identiguement nulle. Alors la solution de I’équation KPP dans R

satisfait :
Ve > 24/Df'(0), lim sup |u(t,z)| — 0,

t——+o0 |x|th

V0 <c¢<2y/Df'(0), lim sup |1—u(tx) — 0.

t—+o0 \:c|§ct
Proof. Tout d’abord, il est facile de voir que les exponentielles

Ae*/\(zfct)
sont des sur-solutions lorsque
DX — e+ f(0) =0,
qui admet des solutions réelles positives

ct /2 —4Df'(0)

A=
2D
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si et seulement si ¢ > 24/Df’(0). En particulier, la convergence de u vers 0 en
dehors des boules de rayon ct suit immédiatement. En effet, si I’exponentielle
plus haut ne permet que de borner la propagation de la solution vers la droite,
une symétrie immédiate permet de borner aussi la propagation vers la gauche.

Fixons ensuite ¢ € [O, 2\/Df’ (0)) et montrons qu'il existe J tel que

liminf inf w(t,x) > 0.
t—4o0 |z|<ct

Soit £ > 0 tel que 2\/D(f/(0) — 2¢) > ¢, et 1 tel que
VO<u<n, f(u)>(f(0)-eu.
Considérons alors a 4 i une solution complexe de
M — e+ f(0) —e=0.
Soit alors & > 0 une petite constante a déterminer, et la fonction
§cos(B(x — ct))e@=et)

satisfait

Ot — Oyt — (f'(0) —e)u = 0.

L’idée est d’en déduire une sous-solution & support compact. Pour cela, on définit
u® qui vaut
§cos(B(x — ct))e@=et)

lorsque B(x — ct) € [—7/2,7/2] et 0 ailleurs.

Puisque
AD(f/(0) — ) — 2
h_t gy VIDTO -
2 2
on peut choisir § assez petit tel que, pour tout ¢ < 24/D(f"(0) — 2¢),
@C(Oa ) < UE

De plus, le support de u¢(0,-) est inclus dans [—L,L] ou L ne dépend pas
de ¢ € [0,24/D(f'(0) — 2¢)]. En particulier, d’aprés la convergence localement
uniforme de toute solution positive non identiquement nulle u vers 1, il existe T'

qui ne dépend pas de ¢ < 2,/D(f'(0) — 2¢) tel que
u(T,-) > u(0,-).

Malheureusement, u¢ n’est pas C? (au bord de son support), et ce n’est donc
pas une sous-solution classique : on parle de sous-solution généralisée. Mon-
trons brievement pourquoi le principe de comparaison s’applique ici, malgré ce
manque de régularité.
Notons
v(t,x) =u(t+ T,z + ct),
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qui satisfait
0tv = DOprv + cOzv + f(v).

De méme, la fonction u®(t,x 4 ct) est une sous solution de cette équation dans
l'intervalle [—7/2,7/2], et vaut 0 au bord de ce méme intervalle. On peut donc
appliquer le principe de comparaison sur [—m/2,7/2], et avec la positivité de v
on en déduit que

u(t+ T,z + ct) =v(t,z) > u(t,x + ct).

Remark 4.2.3 Ces détours auraient pu étre évités si on avait énoncé des prin-
cipes de comparaison plus généraux au chapitre II. En effet, certains types de
singularités n'invalident pas le principe de comparaison (ce dont on peut se
convaincre sur un dessin), et il est également possible de considérer des do-
maines qui changent au cours du temps (sous des hypothéses raisonnables).

En particulier,
lim inf u(t + T, ct) > 6.

t—+oo

Puisque le choix de T et ¢ ne dépendait pas de ¢, on a alors

lim inf inf u(t,x) >4
E=400 141<2y/D(F(0)—e) xt—C
ol
C =2/Df'(0)T.
Remarquons que les sous-solutions construites plus haut ne bougeaient que vers
la droite, ce qui ne donne donc une borne inférieure sur u(t,z) que lorsque
0 < < /D(f'(0) — 2¢)t. Mais puisque u,(t, —z) est également sous-solution,
la méme borne s’obtient facilement sur 0 > x > —/D(f/(0) — 2¢)t.
Il reste a montrer que u converge vers 1. Tout d’abord, par comparaison avec
I’EDO, nous savons déja que

limsup sup u(t, z) < 1.
t—+oo R

Montrons donc que

lim inf inf u(t,z) > 1.

t=400 |g1<2,/D(f7(0)—2¢) x ¢

Nous procédons pour cela par absurde. Soit (¢,,z,) une suite de points telle
que |z,| < 24/D(f'(0) — 2e)ty, et
lim w(ty, z,) < 1.

Par les estimations paraboliques standard, u(t, +t, z, +x) converge vers une so-
lution u, de ’équation de réaction-diffusion sur intervalle de temps (—oo, +00).
D’apres notre raisonnement ci-dessus, nous savons que o, > 0 et, par construc-
tion, us < 1 (au point (0,0) donc partout par le principe fort). Par compa-
raison avec 'EDQO, c’est impossible. Finalement on a montré que u converge
vers 1 uniformement sur les boules de rayons 24/D(f’(0) — 2¢). La constante &
est arbitrairement petite et cela conclut donc la preuve. [



98 CHAPITRE 4. PHENOMENES DE PROPAGATION DANS RN

Remark 4.2.4 En ce qui concerne la derniére partie de la preuve, il existe
plusiteurs méthodes similaires. Par exemple, on peut raisonner par l’absurde en
prenant une suite de points ot la fonction ne tend pas vers 1. On prend ensuite
une sous-solution plus rapide. Puis dans Uintervalle de temps (¢’ — ¢)t,, (ot ¢
est la vitesse de la sous-solution et ¢ une estimation de la vitesse de la suite de
points), on compare avec une solution dans le repére immobile. On obtient une
contradiction.

Cette preuve tire manifestement partie des solutions exponentielles e~ *=¢t) dqu
probléme linéaire. La vitesse 24/D f/(0), qu'on note parfois aussi ¢*, distingue
les solutions exponentielles réelles des solutions exponentielles complexes, qui
en en prenant la partie réelle donnent des solutions oscillantes.

)
|

Insistons sur 'importance du choix de données initiales a support compact.
En effet, si la donnée initiale décroit trop lentement vers 0 lorsque |z| — +oo,
alors il ne sera pas possible de comparer la solution avec les sur-solutions expo-
nentielles e~ 2@~ puisqu’a priori la comparaison ne sera pas vraie au temps
t=0.

Theorem 4.2.5 Toujours en dimension N =1, si la donnée initiale satisfait

10
uo(x) < e VB I,

alors la solution propage a la vitesse 24/ D f(0).
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Si la donnée initiale satisfait

ug(x) ~ el

quand |x| — +oo avec 0 < A < flg)), alors la solution propage a la vitesse

DX*+f'(0
C)\ = X ( ).
Pour simplifier I’énoncé, on a parlé de ”propagation a la vitesse...”. Cela signi-

fie simplement que la conclusion du théoréme [4.2.2 est vraie, en y remplacant

24/Df’(0) par la vitesse en question.

Proof. On ne donne pas de détails. La premiere partie se prouve exactement
comme le précédent théoreme, puisque I’hypotheése permet justement de placer
les sur-solutions exponentielles

VISR (@x2,/DF(0)t)

au-dessus de la donnée initiale.
La deuxieme partie est un peu plus difficile, en tout cas elle differe de ce
qu’on a fait précédemment. On peut au moins remarquer que

e:i:)x(a::l:cA t)

donnent deux sur-solutions, et par conséquent la solution ne peut pas propager
plus vite que c¢). Comme souvent, c’est la construction de sous-solutions qui est
plus difficile. Un calcul tirant parti de la régularité C'*® de f permet cependant
de vérifier que

g(t,x) _ maX{O, ef/\(zfc,\t) _ Bef()\Jré)(xcht)}

est une sous-solution sur son support, a condition de bien choisir les constantes
positives § (petite) et B (grande). Cette sous-solution peut ensuite étre utilisée
pour prouver que la vitesse de propagation est bien exactement c). ]

4.2.3 Un mot sur le cas KPP en dimension supérieure

On évoque seulement brievement le cas KPP en dimension supérieure a 1,
sans donner les détails des preuves qui y deviennent plus techniques. En fait,
le théoreme m y est toujours vrai, a condition d’y interpréter |z| comme la
norme euclidienne de z € R, et les arguments sont méme assez similaires. Un
aspect intéressant de la dimension supérieure est qu’on peut y reconnaitre la no-
tion de valeur propre principale, qu’on a déja introduite au chapitre précédent
et qui, d’une certaine maniére, est cachée dans la preuve du théoréme [1.2.2]

Plagons nous d’abord dans un contexte différent, celui d’'un domaine cylin-
drique. Supposons N > 2 et considérons 1’équation de réaction-diffusion

Oyu = DAu + f(u)
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dans R x w, ot w est un ouvert borné & frontiere réguliere de RY 1. A cette
équation dans le domaine, nous ajoutons une donnée initiale (continue et bornée,
a support compact) et une condition au bord de Dirichlet

URxow = 0.

Remarquons que nous n’avons jamais traité un tel domaine (i.e. non borné mais
avec une frontiere), et nous admettrons donc ici que le probléme est typiquement
bien posé, et satisfait un principe de comparaison.

En dimension 1, la preuve consistait essentiellement & trouver des solutions
du probleme linéarisé en 0 sous la forme d’exponentielles. Lorsque le facteur de
I’exponentielle est réel, on obtenait une sur-solution et, lorsqu’il est complexe, on
pouvait construire une sous-solution. Une extension naturelle de cette méthode
consisterait ici & chercher des solutions particulieres du probleme linéarisé (i.e.
en remplagant f(u) par f'(0)u) sous la forme

e_A(:“_Ct)¢(x2, oy TN,

ol ¢ est une fonction positive dans w, et ot bien stir on a noté (x1, xg, ..., xN) =
z € RY. La condition de Dirichlet fait qu’il n’est pas possible ici de se passer
de la fonction ¢.
On se rend compte alors, en plagant cet ansatz dans ’équation linéarisée,
que
DAG + (DX2 —eX+ f/(0))p = 0,

avec ¢ > 0 dans w et ¢jg, = 0. Autrement dit ¢ est la fonction propre principale
du Laplacien dans w avec condition au bord de Dirichlet, et —(A% — cA + £/(0))
en est la valeur propre principale, qu’on notera A,. On peut montrer que cette
valeur propre principale est négative, et on obtient alors une simple équation
polynomiale d’ordre 2 en A\, paramétrée par le choix de la vitesse c :

DA? — e+ f(0) + A,

Si f/(0) + A, < 0, il existe une solution réelle positive quel que soit ¢ > 0,
donc la vitesse de propagation est nulle (en fait, la solution converge méme
uniformément vers 0). Si f/(0) + A,, > 0, on retrouve la méme situation qu’en
dimension 1, ¢’est-a~dire un ¢(w) critique au-dessus (respectivement en-dessous)
duquel les solutions sont réelles et positives (respectivement complexes). Le
premier cas se produit typiquement lorsque w est petit, et le second lorsque w
est grand.

Formellement (et bien siir on peut le montrer rigoureusement), la valeur ¢(w)
doit donc étre la vitesse de propagation des solutions lorsque la donnée initiale
est a support compact.

Le cas de la propagation dans R peut étre traité par le méme genre d’ar-
gument. La construction de sur-solutions aux vitesses ¢ > 24/Df’(0) ne pose
pas de probleme (il suffit de prendre e~ Mze=ct) ayec e n’'importe quel vecteur
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unitaire), mais la difficulté est du coté des sous-solutions, qu’il faut forcer a
s’annuler dans toutes les directions.

Un moyen est d’utiliser les sous-solutions du probleme cylindrique ci-dessus,
avec w = Bp la boule de rayon R dans RNY~!. Parce qu’on a choisi une condi-
tion au bord de Dirichlet, il est en effet possible de les utiliser comme sous-
solutions du probléme posé dans l'espace RY entier (attention : le support de
ces sous-solutions n’étant pas un domaine régulier, il n’est pas possible d’appli-
quer le principe de comparaison du chapitre II ; néanmoins on pourrait vérifier
74 la main” que ¢a ne pose pas de probléme ici). Lorsque R — 400, on a que
la valeur propre Ap, — 0 (on l'a déja montré en début de ce chapitre), et
par conséquent ¢(Bgr) — 2+/Df’(0). Finalement, on peut construire des sous-
solutions a support compact a des vitesses arbitrairement proches de ¢(Bg),
donc de 24/Df7(0).

Encore une fois, il ne s’agit ici que d’esquisser ’essence des preuves, en igno-
rant sciemment les détails techniques.

En conclusion de cette section, I’avantage du cas KPP est que, comme dans
des domaines bornés, il est possible de faire un certain nombre de calculs ex-
plicites. Ici et dans la section précédente, on a utilisé les solutions du probleme
linéaire dont on connait la vitesse de propagation. Lorsque ’équation n’est pas
du type KPP, la vitesse de propagation ne pourra plus étre déterminée ainsi et
le phénomene devient véritablement “non-linéaire”. Selon le temps, nous mon-
trerons un théoréme similaire a ci-dessus. Nous commencerons par introduire la
notion de front de propagation qui en quelque sorte remplaceront les exponen-
tielles mobiles du cas linéaire.

4.3 Fronts de propagation

On s’intéresse dans cette section & des solutions particulieres appelées les
fronts de propagation. Dans cette section, on se placera dans la dimension 1
d’espace, donc xz € R et I’équation de réaction-diffusion

Opu = 0%u + f(u).

A nouveau on suppose que D = 1 : le cas D # 1 ne pose aucune difficulté
particuliere mais cela nous permettra néanmoins de simplifier certains calculs.

Definition 4.3.1 Un front de propagation est une solution particuliere de l’équation
de réaction-diffusion de la forme u(t,x) = U(x —ct), ot c € R et U satisfait les
conditions suivantes :
0<U<1,
U(4+00) =0 et U(—o00) = 1.
La constante c est appelée la vitesse du front et la fonction U son profil.

On pourra faire un dessin pour expliciter cette définition : c’est une solution
dont la forme (le profil) ne change pas au cours du temps, mais simplement
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se déplace a une vitesse constante (typiquement positive : 1 envahit 0). Ce
type de solution apparait habituellement et naturellement dans des équations
hyperboliques, telles que 1’équation de transport ou des ondes. Ces solutions
n’ont pas la méme portée dans le cas parabolique, mais ils s’averent qu’elles
sont importantes pour le comportement en temps grand des solutions.

Remarquons en effet que, dans le cas linéaire et par extension dans le cas
KPP, nous avons beaucoup utilisé des solutions particulieres de type exponen-
tielle dont la forme ne changeait pas dans un repéere mobile approprié. En
quelque sorte, les exponentielles sont les fronts du probleme linéaire et on a
bien vu qu’elles permettaient de décrire la propagation des solutions.

Dans cette section, nous allons construire des fronts de propagation. Pour
cela, il faut résoudre I’équation

U'+cU' + f(U)=0

a la fois en ¢ et en U, tout en respectant bien siir les conditions de la définition
ci-dessus. En effet il est clair que U(z —ct) est solution de I’équation de réaction-
diffusion si et seulement U satisfait cette équation.

Une équation d’ordre 2 peut se réécrire comme un systeme de deux équations
d’ordre 1 :

{ P =q,

¢ =—cq— f(p)

On commencera d’abord par dessiner le plan de phase, dans les cas monostable
et bistable. Bien siir, la forme exacte du plan de phase dépend du parametre c,
qui est aussi a déterminer ! Plus bas, on trace le plan de phase pour une équation
monostable (et méme KPP).

Il est clair que dans le cas monostable, le systeme admet 2 états d’équilibre,
et 3 dans le cas bistable. De quels types sont ces états d’équilibre ? Comme on
I’a décrit au premier chapitre, il suffit généralement de regarder le probleme
linéarisé au voisinage de chacun de ces points d’équilibre. On pourra ici soit
admettre que les solutions du probleme non linéaire se comportent de la méme
maniére (et renvoyer a la preuve qui est faite dans le premier chapitre), ou sup-
poser pour simplifier que f est linéaire dans des voisinages de 0 et de 1, auquel
cas les solutions peuvent y étre calculées explicitement.
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Quoiqu’il en soit, le probleéme linéarisé autour d’un état d’équilibre (v, 0) est

{ P =q
q' = —cq— f'(a)p.
De maniere équivalente,

Y p 0 1
=A avec A= .
<q> (q> (f’(a> —C>
Par conséquent, on obtient dans le cas monostable :

— Lorsque 0 < ¢ < 24/ f7(0), les valeurs propres de (la matrice du probleme
linéarisé en) (0,0) sont complexes, ce qui signifie que toute solution

proche de (0,0) doit changer de signe.
— Lorsque ¢ > 24/ f7(0) les valeurs propres de (0, 0) sont

—cx4/c2—4f(0)
2

Elles sont réelles et négatives. Dans le cas critique ¢ = 24/ f/(0) la valeur

propre est de multiplicité 2.
— Le point (1,0) est un point selle, dont les valeurs propres sont

—c+ /2 —4f(1)
> .

En effet 'une est positive et Pautre négative puisque f'(1) < 0.

En ce qui concerne le cas bistable :
— Le point (0,0) est un point selle, dont les valeurs propres sont

—cx4/c2—4f(0)
2
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— Le point (1,0) est toujours aussi un point selle, dont les valeurs propres
sont
—ct /2 —4f'(1)
5 .
— Enfin, les valeurs propres de (,1) sont soit complexes si ¢ < 24/ f/(6),
soit négatives si ¢ > 2./ f/(0).

Remark 4.3.2 Il peut étre déstabilisant de remarquer que 0, qui est un état
instable dans l’équation de réaction-diffusion monostable, devient stable dans
l’équation qui caractérise le front. Cela vient du changement de variable x —ct :
lorsque x — ¢t — 400, alors (pour peu que ¢ > 0, ce qui est typiquement le cas)
t = —oo. Le fait que le front s’approche de 0 en +o0o signifie bien qu’il s’éloigne
au contraire de 0 lorsque t augmente.

Revenons maintenant sur la définition d’un front. Un tel front est associé a
une trajectoire dans le plan de phase qu’'on pourra dessiner (réciproquement, a
une trajectoire dans le plan de phase est associée une solution u(-) de u” + cu’ +
f(u) = 0, unique & translation pres) : cette trajectoire doit rester dans la bande
{0 < u < 1}, et connecter (1,0) a (0,0).

Il est clair que si (0, 0) est instable ou ses valeurs propres sont complexes, une
telle trajectoire ne peut pas exister (en tout cas, c’est clair si on admet que les
trajectoires du probleéme non linéaire sont du méme type que dans le probleme
linéaire). Il est clair aussi que la trajectoire du front est forcément la trajectoire
instable du point selle (1, 0), dont on sait qu’elle est unique (plus précisément, il
y en a deux mais ’autre donne une solution supérieure a 1, ce que 'on a écarté
dans notre définition des fronts). Finalement, la question est : est-ce que cette
trajectoire converge vers (0,0) sans traverser ’axe des ordonnées ?

Avant d’écrire le résultat, mentionnons une rapide interprétation mécanique.
En effet, I’équation

v +cu' + flu)=0

peut étre vue comme une équation de mécanique du point. Alors u représente
la position d’un point (ou plus prosaiquement, d’une bille), donc u” est son
accélération et cu’ est un terme de frottement, d’autant plus fort que ¢ aug-
mente. Le terme f(u) correspond & une force qui dépend ainsi de la position.
Grossierement, on peut imaginer que la bille évolue sur la courbe de la fonction
potentiel F, ou F' est une primitive de F : la bille a alors tendance a rouler selon
la pente de cette courbe, dont f est justement la dérivée. Une fois le dessin de
F tracé, on comprend facilement qu’une bille qui part (infiniment pres) de 1
sans vitesse va s’arréter sur 0 a condition que le frottement soit suffisamment
fort (dans le cas monostable) ou si le frottement n’est ni trop fort, ni trop faible
(dans le cas bistable).

Theorem 4.3.3 Si f est monostable, alors il existe ¢* > 24/ f'(0) tel que : il
existe un front de vitesse c si et seulement si ¢ > ¢*. Si de plus f est KPP dans
le sens f(u) < f'(0)u, alors ¢* = 2+/Df(0).

Si f est bistable, alors il existe une unique vitesse ¢* > 0 tel qu’il existe un
front de vitesse c*.
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Remark 4.3.4 On remarquera que dans le cas KPP, on retrouve la constante
24/ f"(0) qui était la vitesse de propagation pour des données initiales a support
compact. Cela peut laisser présager de la suite : la vitesse de propagation sera
également associée aux vitesses des fronts dans le cas non KPP. Par ailleurs,
dans le cas KPP on a également mentionné qu’il était possible, pour certaines
données initiales, de propager a une vitesse plus grande que c* : c’est cohérent
avec ce nouveau théoréme qui nous dit qu’il existe également des fronts pour de
telles vitesses.

Proof. Une preuve de ce théoréme peut se trouver dans des articles de Aron-
son et Weinberger dans les années 70. Considérons dans un premier temps le
cas monostable. Ici on passera certains détails, liés aux propriétés du systeme
d’équations différentielles que 1’on a admises.

Tout d’abord considérons le cas monostable. Il est clair, d’apres ’étude du
plan de phase plus haut, que la trajectoire du front doit coincider avec la tra-
jectoire instable du point selle (1,0). Comme on ’a dit plus haut, la question
est donc de savoir si cette trajectoire (appelons la T;) converge vers (0,0) sans
sortir de la partie appropriée du plan de phase.

Tout d’abord, lorsque ¢ < 24/D f/(0), la réponse est non puisque les trajec-

toires spiralent dans un voisinage de (0,0). Considérons ensuite ¢ > 24/sup @

En particulier ¢ > 24/f7(0) > 0. Il est alors possible de montrer que la trajectoire
instable T, de (1,0) ne peut pas intersecter la droite
o = —Zu.
2

dans le quart de plan {u > 0 et v/ < 0}. En effet, elle démarre de (1,0), donc
au-dessus de cette droite. Supposons par contradiction qu’il existe un point
d’intersection. La solution U correspondant a T, satisfait donc qu’il existe zop € R
et a la fois

U"(20) = —cU'(20) — f(U(20)),

et
UI(ZO) = —gU(Zo)

F(w)

D’ot, puisque ¢ > 24/sup ==,

U//(Zo) > —gUI(ZQ).

C’est une contradiction car cela signifie que (U(z), U’(z)) se situe sous la droite,
sur un voisinage a gauche de zg : autrement dit la trajectoire T, était déja sous
la droite.

Dans le cas KPP, cela conclut déja (presque) la preuve. En effet, dans ce cas

on a 2 sup%zc*.

Il est de plus clair que la trajectoire ne peut traverser ni l’axe des abscisses,

L’argument ci-dessus s’applique donc pour tout ¢ > c*.
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ni axe vertical {u = 1}, par conséquent elle ne peut que converger vers I’état
d’équilibre (0,0), donc un front y est associé. Il ne resterait qu’a traiter le cas
c = c*, ce qui pourrait en fait étre fait en affinant 'argument ci-dessus.

Puisque nous souhaitons ici traiter le cas monostable général, nous procédons
autrement. L’observation clé est de remarquer que la trajectoire T, dépend
de maniére monotone en c. Cette observation suit d’ailleurs l'interprétation
mécanique qu’on peut faire du probleme.

En effet, la valeur propre positive de (1,0) est

—c+ /2 —4f'(1)
5 .

Cette fonction est décroissante en c. Cela signifie que, si ¢; > s, alors la tra-
jectoire qui part de (1,0) pour ¢ = ¢; est au-dessus de celle pour ¢ = ca, au
moins dans un voisinage de (1,0). On pourra appeler T7 et T ces deux tra-
jectoires, et u; et uy deux solutions correspondantes. On peut ensuite vérifier
par contradiction que ces deux trajectoires ne s’intersectent pas dans la partie
{v/ <0et0<u<1} duplan de phase.

En effet, si c’est le cas, on obtient a translation pres :

u1(0) = u2(0) ,  u(0) =u5(0)
et donc

uf (0) = —c1u4 (0) = f(u1(0)) > —caun(0) — f(u2(0)) = u5(0).

En reportant dans le plan de phase, cela signifie que 77 passe toujours au-
dessus de Tb apres une intersection. Une intersection ne peut donc pas exister.
On pourra s’aider d’un dessin pour préciser cet argument, et remarquer que par
construction, le vecteur tangent a une trajectoire de 1’équation différentielle en
un point (p, q) est toujours donné par (g, —cq + f(p)).

Cette monotonie en ¢ nous apprend, ainsi qu'un rapide regard sur le plan de
phase, que ’ensemble des ¢ tels qu’il existe un front est de la forme

[¢7, +00)

ou
(c*, +00).

La valeur ¢* est forcément finie puisqu’on a vu qu’il existait des fronts lorsque
c est assez grand.

Il ne reste plus qu’a prouver qu’il existe également un front de vitesse c*.
Il suffit d'un argument de continuité : si la trajectoire T.- lorsque ¢ = ¢* ne
donne pas un front, alors elle traverse I'axe des ordonnées. Par conséquent, on
peut montrer que pour ¢ > c¢* tres proche de ¢, la trajectoire traverse encore
I’axe des ordonnées. Si les trajectoires partaient d’un point qui n’est pas un
état d’équilibre, il ne s’agirait que de la continuité des solutions d’une équation
différentielle en un parametre (qui peut s’obtenir par principe de comparaison,
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comme on I’a vu au chapitre I). Ici c’est un peu plus complexe car il s’agit de la
trajectoire instable d’un état d’équilibre. Néanmoins, si on suppose f linéaire au
voisinage de 1, ou si plus généralement on admet que les trajectoires sont tres
proches de celles du probleme linéarisé, on peut montrer que la trajectoire pour
¢ proche de ¢* est proche de la trajectoire pour ¢ = ¢* au voisinage de (1,0),
puis on peut utiliser un argument de continuité des solutions d’une équation
différentielle a la fois en un parametre et en la donnée initiale. On omettra sans
doute cette partie de 'argument, qui peut étre compréhensible sans en fournir
une preuve rigoureuse.

Considérons ensuite le cas bistable. Il est toujours vrai que quand ¢ < 0,
la trajectoire sort de la zone {0 < u < letu < 0} en traversant l'axe des
ordonnées. En effet, on a déja montré (voir la preuve du théoreme dans
le chapitre III), lorsque ¢ = 0, que la trajectoire qui part d’un point (v, 0) avec
v < 1 mais proche de 1, traverse I’axe des ordonnées. Rappelons que 'hypothese
fol f > 0 intervient ici (si cette intégrale était négative, le probléme serait inversé
et c’est un front de vitesse négative qu’il faudrait construire). Puisque deux
trajectoires ne peuvent s’intersecter (d’apres le théoréeme de Cauchy-Lipschitz),
la trajectoire instable de (1,0) traverse également 1’axe des ordonnées. On peut
vérifier que le méme argument fonctionne quand ¢ < 0, ou méme par continuité
quand ¢ est proche de 0.

Par contre, lorsque ¢ est grand, la trajectoire converge vers (6,0) : il suffit
de remarquer que la restriction de f a [f,1] est du type monostable. Par un
argument de continuité, on peut montrer qu’il existe au moins un c tel que la
trajectoire instable de (1,0) converge vers le point selle (0,0) tout en restant
dans la bonne partie du plan de phase : cela donne un front. Sans rentrer dans les
détails, on peut montrer que ’ensemble des ¢ tels que la solution sort de la zone
{0 <u<1etu <0} par axe des ordonnées est un ouvert, donc par monotonie
c’est un intervalle (—oo, ¢1). De méme que ’ensemble des ¢ tels que la solution
sort de cette méme zone par I’axe des abscisses, qui est un intervalle de la forme
(c2,+00). Nécessairement, il existe un front pour toute vitesse ¢ € [c1, ca].

Il ne reste qu’a montrer qu’un tel ¢ est unique, ce qui revient a dire que ¢; =
co ci-dessus. 11 "suffit” (cela repose sur des propriétés admises pour les systemes
nonlinéaires d’équations différentielles) de rappeler qu’il n’existe qu’une trajec-
toire qui converge vers (0,0), et d’utiliser comme ci-dessus des propriétés de
monotonie en c¢. Supposons qu’il existe ¢; > co telles que les trajectoires in-
stables de (1,0), notées Ty et To, convergent vers (0,0).

D’une part, on peut montrer comme précédemment que T} se situe au-dessus
de Ty (modulo quand méme quelques remarques géométriques, en particulier
ces trajectoires ne traversent pas ’axe des abscisses). Mais comme on 'a dit, il
n’existe qu’une trajectoire qui converge vers (0,0). Ainsi, T} doit étre tangente
a la droite

u = \u

A = —C1 — \/C% —4f'(0)

2

ou
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De méme pour ¢y avec Ay défini de la méme maniére. On obtient une contra-

diction en remarquant que
Ao > Aq.

Cela conclut cette (esquisse de) preuve. ]

Remark 4.3.5 Dans le cas monostable, il existe une infinité de fronts, alors
qu’il n’en existe qu’un dans le cas bistable (dans le théoréme, on ne mentionne
que lunicité de la vitesse mais par construction, il est clair que le front est
unique a translation pres, car ils correspondent tous a la méme trajectoire dans
le plan de phase). Pour insister sur cette différence, on peut retirer la condition
U > 0. Alors on remarque qu’il existe méme des solutions qui connectent 0 a
1 pour toute vitesse dans le cas monostable : on ne retient que celles qui ne
changent pas de signe.

4.4 Vitesses de propagation de Cauchy

Terminons sur le théoreme suivant, qui justifie I'intérét des fronts et généralise
le résultat sur les vitesses de propagation des solutions qu’on a énoncé plus haut
dans le cas KPP.

Theorem 4.4.1 Soit une donnée initiale 0 < uy < 1 a support compact, et
f du type monostable ou bistable, et supposons que la solution correspondante
converge localement uniformement vers 1 quand t — —+oo (cf les théorémes

[4.1.1et[{-1.5). Alors la solution se propage d la vitesse c* dans le sens

Vo<ec<c®, lim sup |u(t,xz)—1] =0,
t——+o0 |I|S(;t

Ve>c¢*, lim max |u(t,x)| = 0.
t—4o00 |z|>ct

ou c* est définie dans le théoréme précédent, selon le type de f.

Proof. On remarquera d’abord que le cas ¢ > ¢* est facile puisqu’il suffit d’appli-
quer un principe de comparaison avec le front de vitesse ¢* comme sur-solution.
En fait, cette propriété reste vraie tant que wug est bornée, mais cela cause
quelques difficultés techniques sur lesquelles on ne s’attardera pas ici (morale-
ment, le supremum de la solution tend vers 1 quand ¢ — +o0, on s’attend donc
a ce que la situation ne soit pas si différente en fin de compte). C’est la conver-
gence vers 1 pour des vitesses plus lentes qui est plus difficile, en particulier
en dimension plus grande que 1. On se contentera de souligner que la preuve
repose sur la construction de sous-solutions & support compact qui se déplacent
a vitesse constante inférieure a ¢* dans une direction donnée.

Considérons rapidement le cas de la dimension 1. On regarde de nouveau le
plan de phase de

v’ + cu’' + f(u) = 0.

Lorsque ¢ < ¢*, on sait par définition de ¢* que la trajectoire qui part de (1,0)
traverse l’axe des ordonnées, et par continuité c’est aussi le cas d’une trajectoire
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qui part d’un point proche de (1,0). En fait, si on remonte cette trajectoire
on peut également voir qu’elle traverse 'axe des ordonnées dans le demi plan
{u’ > 0}. Par conséquent, on peut tronquer la solution correspondante puis la
prolonger par 0, ce qui nous donne en dimension 1 une sous-solution a support
compact et de vitesse c. Grace a la convergence localement uniforme vers 1, il
est possible de placer ces sous-solutions sous la solution étudiée, et en déduire
la propagation a vitesse c*.

En dimension supérieure, on construit une sous-solution a symétrie radiale
basée sur celle de la dimension 1, qu’ici nous noterons ¢ pour la distinguer des
solutions de ’équation posée dans RY. Nous supposons également que ¢ atteint
son max en 0, sans perte de généralités, et notons S la borne supérieure de son
support. Alors

q(0) si|z| <R+ (c—e)t,
w(t,z) =< q(jz|—(c—¢e)t) siR+(c—e)t<|z|]<R+(c—e)t+ S,
0 si|z] >R+ (c—e)t+ 8.

est une sous-solution, des lors que € > 0 et R > 0 est choisi suffisamment
grand. L’ajout d’un ”plateau” sur lequel la sous-solution est constant permet
de controler le terme indésirable %&u dans le Laplacien radial de u. En contre-
partie, ce plateau casse la régularité C? de u dans son support : ce probleme
a déja évoqué et nous nous contentons de remarquer que cette fonction peut
étre vue comme une sous-solution généralisée et que le principe de comparaison
s’applique toujours. [

Remark 4.4.2 On a vu dans le résultat sur les fronts une différence de taille
entre le cas monostable et le cas bistable. Dans le cas monostable, on peut
construire des sous-solutions qui se propagent plus vite que c* : il suffit pour cela
de choisir des conditions initiales qui ne sont plus a support compact, comme on
Ua fait pour le cas KPP. Selon la décroissance de la donnée initiale a l'infini,
on peut sélectionner n’importe quelle vitesse plus grande que c* : en fait, pour
propager & une vitesse c, il “suffit” de choisir une donnée initiale qui a la méme
décroissance a l'infini que le front de vitesse ¢, cette décroissance pouvant étre
caractérisée.

On peut comprendre qu’un tel phénomene ne se produit pas dans le cas bis-
table, d’une part parce que 0 est stable, d’autre part car c* semble étre l'unique
vitesse raisonnable. Il s’avere qu’en effet, le théoréme plus haut reste vrai tant
que

lim inf ug(z) < 6,

|z| =400

sans méme que la donnée initiale n’ait besoin de décroitre vers 0 a l’infini.
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