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Introduction

» La morphogénése est le développement embryonnaire d'un
organisme, et en particulier la différentiation des cellules
initialement identiques.

> L'idée d'Alan Turing était d'observer qu’'un systéme chimique
assez simple, dont les paramétres sont constants, pouvait déja
donner lieu a des patterns en espace.
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Introduction

» On peut retrouver des solutions voir des solutions qui
ressemblent & ce qu'on peut observer (from Murray):
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Introduction

» Pour autant, cela reste assez théorique méme aujourd’hui. On
sait que de tels systémes chimiques existent, pas s'ils sont bien
a 'origine des mécanismes de la morphogénése (from Murray):
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Stabilité d'un état d'équilibre: équations diff.

» Un état d'équilibre de I'équation différentielle
Oru = f(u),
est un zéro de f. Un tel état d'équilibre est:
> (linéairement) stable si f/(0) < 0;
> (linéairement) instable si f'(0) > 0.
» Plus généralement, pour un systéme d'équations différentielles,
un état d'équilibre est:

» stable si toutes les valeurs propres du linéarisé ont une partie
réelle strictement négative;

» instable si au moins une valeur propre du linéarisé a une partie
réelle strictement positive.
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Stabilité d'un état d'équilibre: équation scalaire

» On voudrait faire la méme chose pour
Oru = dAu + f(u).

» Les solutions constantes en espace de cette EDP sont aussi
solutions de
Oru = f(u),

donc f’(0) > 0 est une condition suffisante a I'instabilité.

» Qu'en est-il des solutions non constantes?
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Stabilité d'un état d'équilibre: équation scalaire

> L'idée est de trouver tous les vecteurs (ou platét fonctions),
propres, du linéarisé e.g. en 0:

L:ur dAu+ f'(0)u.

Mais on est sur un espace (de fonctions) de dimension infinie.
» On résoud donc en (A, u):
Au=dAu+ f'(0)u.
Toutes les fonctions trigonométriques et exponentielles sont

solutions, donc tout A\ est une valeur propre.

» Si le domaine est RY, il faut restreindre |'espace des fonctions.
Par exemple, lorsque Murray parle de stabilité des fronts, il
considére uniquement des perturbations a support compact.
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Stabilité d'un état d'équilibre: équation scalaire

» Dans le cas d'un domaine borné en dimension 1, cela revient a
faire des séries de Fourier.

» Considérons
Oru = dd2u+ f'(0)u, t>0, x€]0, L],

qu'il faut compléter par une condition au bord, par exemple
Dirichlet ou Neumann:

u(0)=u(L)=0 ou Oxu(0) = Ocu(L) = 0.
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Stabilité d'un état d'équilibre: équation scalaire

» Alors les fonctions propres sont données par les

uk(x) = sin (erX) ou  cos uk(x) = <(k_l_1)7rx> ,

associées aux valeurs propres:

w2 472
)\]_ = f/(O) - dp, )\2 = f/(O) - d?, etc.,
ou
' ' w2
Al =f (0)7 )\2 =f (O) — dﬁ, etc.
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Stabilité d'un état d'équilibre: équation scalaire

» On rappelle que 0 est linéairement stable (resp. instable) si
toutes les valeurs propres sont strictement négatives (resp. une
valeur propre au moins est strictement positive).

» On conclut donc ici que 0 est donc linéairement stable si et
seulement si

2
f'(0) < d% dans le cas Dirichlet,
f'(0) < 0 dans le cas Neumann.

Dans les deux cas, la diffusion tend a stabiliser I'état
d'équilibre 0.
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Stabilité d'un état d'équilibre: équation scalaire

» Remarquons que toute fonction réguliére périodique admet un
développement en série de Fourier.

» ('est le cas de la donnée initiale, quitte a étendre son domaine
de définition au-dela de |0, L[ par symétrie puis périodicité.

» On a donc
1 .
u(t=0,x) = 52+ Z (ak cos(mkx /L) + by sin(mkx/L)) .

Pour peu que u(t =0, -) satisfasse déja la bonne condition au
bord, on trouve

u(t=0,x) = Zakuk(x),
puis

u(t,x) = Z ket (x).

11/ 23

Thomas GILETTI Systémes de réaction-diffusion Patterns de Turing



Stabilité d'un état d'équilibre: équation scalaire

» On retrouve bien que la convergence de toute solution vers 0
dépend du signe des Ay.

» On remarque que la suite Ay — —oc:
» méme lorsque O est instable, il existe des solutions (oscillantes)
qui convergent vers 0;

» plus la fréequence d'une solution est haute, plus elle a de
chances de converger vers 0.

» Ces arguments peuvent se généraliser & des équations de la

forme
_ 492
Oru = dogu+ c(x)u.
En revanche, on laisse ouverte la fin de I'argument qui consiste

a revenir au probléme nonlinéaire de départ.
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Stabilité d'un état d'équilibre: équation scalaire

» Conclusion: pour une unique équation, la diffusion ne peut pas
rendre instable un état d'équilibre qui ne |'était pas déja.
» Ce n'est pas si surprenant si on pense a |'équation de la
chaleur.

» L'observation de Turing, c'est que la situation change avec un
systéme:

» En particulier, un état d'équilibre peut étre stable pour des
perturbations constantes en espace, mais instable pour des
perturbations non constantes.

» Les perturbations non constantes sont donc amplifiées ce qui
crée ces patterns.

13/ 23

Thomas GILETTI Systémes de réaction-diffusion Patterns de Turing



Stabilité d'un état d'équilibre: systeme activateur-inhibiteur

» Soit un systéme linéaire de la forme

O:u = d10%u + au — bv,
Orv = da0?v + cu — dv,

qu'on appelle activateur-inhibiteur (u étant le premier, v le
second), auquel on ajoute les conditions au bord:

Oxu(0) = 0xv(0) = dxu(L) =0 = dyv(L) = 0.

» Un tel systéme peut étre obtenu par linéarisation autour d'un
véritable systéme chimique.

> Le signe est important, le fait que les coefficients de diffusion

soient différents aussi.
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Stabilité d'un état d'équilibre: systeme activateur-inhibiteur

> Stabilité de 0 pour les solutions constantes en espace:

{ Otu = au — bv,

Otv = cu — dv.
Les valeurs propres de la matrice
a —b
(220)
sont (de partie réelle) négatives si

det =bc—ad >0 & tr=a—d<0.

On supposera ces deux inégalités vraies.
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Stabilité d'un état d'équilibre: systeme activateur-inhibiteur

» Stabilité de 0 pour les solutions non constantes en espace: les
fonctions propres sont de la forme

( g ) cos(wx), avec w = kTW, k € N.
Le vecteur (v, 3) est vecteur propre de la matrice
—dyw? 0 a —b
(57 ) (2 2)
qui admet une valeur propre positive dés que
det = bc + (dyw? — a)(dow? 4 d) < 0,

ou
tr:a—d—dlwz—d2w2>0.
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Stabilité d'un état d'équilibre: systeme activateur-inhibiteur

» La diffusion ne peut pas rendre la trace positive. Remarquons
aussi que, si d» = dy, alors

det = bc — ad + dyw?(d — a) + d?w* > 0.
» En revanche, si d» >> di, on peut créer une situation ol
bc—ad >0, a—d<0,

mais
bc — ad + w?(did — dha) + dydhw® < 0

pour un certain w = kT”
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Stabilité d'un état d'équilibre: systeme activateur-inhibiteur

» Calcul numérique des 11 premiéres valeurs propres pour un tel
choix de paramétres:
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Stabilité d'un état d'équilibre: systeme activateur-inhibiteur

» Toute solution s'écrit alors sous la forme
( _ )\kt
u,v) = avie ™kt cos(wgx).

A moins que a, = 0, en temps grand, la somme est dominée

par

Ak

agvk e Kt cos(wix),

avec K > 0 tel que
Ak = mkax A > 0.

D’'ou I'apparition d'oscillations et de patterns.
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Stabilité d'un état d'équilibre: systeme activateur-inhibiteur

» Dans le cas linéaire, la solution croit jusqu'a poser des
problémes numériques, mais on peut quand méme voir:
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Stabilité d'un état d'équilibre: systeme activateur-inhibiteur

» Pour un systéme non linéaire (bien choisi), on va voir la
solution converger vers de “nouvelles” solutions stationnaires
non constantes en espace:
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Stabilité d'un état d'équilibre: systeme activateur-inhibiteur

» La taille du domaine joue aussi un réle, via les fréquences
instables (from Murray):
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Figure 2.9. Typical two-dimensional spatial patterns indicated by the linearly unstable solution (2.43) when
various wavenumbers are in the unstable range. The shaded regions are where u = uyp, the uniform steady
state.
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Stabilité d'un état d'équilibre: systeme activateur-inhibiteur

> La taille (et la géométrie) du domaine joue aussi un réle, via
les fréquences instables (from Murray):

it
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